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内 容 提 要 


本 书 是 一 部 以 应 用 为 目的 的 现代 数学 著作 ,介绍 了 
集合 ,拓扑 、 群 .微分 几何 、 非 线性 方程 等 现代 数学 的 基础 
理论 ,并 讨论 了 它们 在 现代 物理 学 与 天 体 物理 学 中 的 应 
用 ,特别 是 群 在 规范 理论 、 同 伦 论 在 宇宙 拓扑 缺陷 、 非 线 
性 方程 在 宇宙 学 中 的 应 用 。 其 中 含有 作者 在 拓扑 缺陷 、 
宇宙 动力 学 方面 的 工作 。 

本 书 首先 介绍 了 集合 .拓扑 及 分 形 的 基础 内 容 , 以 及 
这 些 数学 概念 的 一 些 应 用 ; 其 次 讲述 了 有 限 群 和 李 群 在 
规范 理论 与 相对 论 中 的 应 用 ;再 次 介绍 了 微分 流 形 、 微 分 
同 胚 、 霍 奇 (Hodge) 算 子 、 同 调 群 和 同 伦 群 ,及 它们 在 电 
磁场 理论 和 天 体 物 理 中 的 应 用 ;最 后 讨论 了 物理 学 、 力 学、 
地 球 科 学 、 生 命 科学 及 各 类 工程 技术 领域 中 会 遇 到 的 各 种 
各 样 的 非 线 性 方程 ,并 讨论 了 在 宇宙 动力 学 中 的 应 用 。 

本 书 主要 适合 数学 .物理 、 天 文 和 力学 方面 的 研究 生 
和 科研 人 员 阅 读 。 
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第 1 章 集合 与 拓扑 


集合 与 拓扑 在 近代 数学 的 发 展 中 起 着 极为 重要 的 作用 , 也 是 
学 习 现 代数 学 的 基础 。 可 以 说 ,数学 在 本 质 上 就 是 研究 集合 上 的 
各 种 结构 以 及 关系 的 学 科 。 本 章 将 简要 介绍 集合 论 和 拓扑 空间 的 
一 些 基 本 概念 和 基本 性 质 。 作 为 应 用 的 例子 ,讨论 了 局 中 人 集合 ， 
并 在 这 些 基 础 上 叙述 了 阿 罗 (Arrow) 不 可 能 性 定理 。 


$1.1 集合 的 基本 概念 


集合 是 一 个 古老 的 数学 概念 ,但 集合 论 真正 成 为 一 门 严 格 
的 数学 学 科 是 从 德国 著名 数学 家 康 托 尔 (G. Cantor，1845 一 
1918) 开 始 的 。 他 曾 这 样 来 描述 集合 :“ 所 谓 集合 ,是 我 们 直觉 中 
或 理智 中 的 .确定 的 、 互 不 相同 的 事物 的 一 个 汇集 ,被 设想 为 一 
个 整体 ( 单 体 ).” 人 们 一 度 认 为 集合 的 概念 是 不 需 定义 的 ,只 要 描 
述 性 地 说 明 就 可 以 了 ,但 很 快 就 发 现 这 会 引起 一 些 悖 论 。 

理发 师 悖 论 ”小 岛 上 唯一 的 理发 师 宣 称 : 我 为 岛 上 所 有 不 给 
自己 理发 的 人 理发 ,而 不 给 那些 为 自己 理发 的 人 理发 。 那 么 ,这 位 
理发 师 该 不 该 为 自己 理发 呢 ? 他 实际 上 把 岛 上 居民 分 成 了 两 类 ， 
A 类 是 为 自己 理发 的 那 部 分 居民 ,B 类 是 由 不 属于 A 类 的 人 组 
成 。 在 他 的 理发 规则 下 ,他 不 能 为 自己 理发 ,也 不 能 不 为 自己 理 
发 。 即 他 不 能 属于 A 类 ,也 不 能 不 属于 A 类 。 

这 个 悖 论 是 英国 著名 哲学 家 罗素 (B. Russell，1872 一 1970) 
在 1903 年 提出 的 ,曾经 引发 了 数学 史上 的 第 三 次 危机 (前 两 次 危 
机 是 无 理 数 的 发 现 和 无 穷 小 量 的 定义 ) 。 理 发 师 悖 论 告诉 我 们 ， 
集合 的 概念 并 没有 想象 中 那么 简单 。 集 合 论 必须 建立 在 一 套 公 
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理 体系 之 上 。 
1. 集合 的 定义 


定义 ”满足 一 定 条 件 的 若干 个 (有 限 或 无 限 ,离散 或 连续 ) 对 
象 的 全 体 称 为 一 个 集合 (seb) 。 组 成 集合 的 对 象 称 为 集合 的 元 素 
(element)。 通 常用 大 写字 母 4，B,，… 表 示 集 合 ,用 小 写字 母 a， 
6，… 表 示 集 合 的 元 素 。 用 a € A 来 表示 a 是 集合 A 的 元 素 , 而 
a A 表示 a 不 是 集合 A 的 元 素 。 没 有 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 
作 世 。 元 素数 目 有 限 的 集合 称 为 有 限 集 ,有 无 限 个 元 素 的 集合 称 
为 无 限 集 。 无 限 集 又 可 分 为 可 数 集 和 不 可 数 集 。 可 以 这 样 来 表示 
一 个 集合 ,如 由 土 1， 土 1 构成 的 集合 可 记 为 


A= {1,—1,1,—i}, (1. 1) 


或 者 
A={z|zx:—1=0,xE€EC)., (1. 2) 

集合 的 类 型 可 以 是 非常 广泛 的 。 比 如 “年 龄 在 20 一 25 岁 之 间 
的 学 生 ” 可 以 组 成 一 个 集合 ;“ 银 河 系 中 的 恒星 ”也 可 以 组 成 一 个 集 
合 。 几 个 常用 的 数 集 见 下 例 。 

例 自然数 集 N 二 {1,，2，3,…), 可 数 集 。 

整数 集 乙 三 (人 一 2 一 1， 0，1，2，…)， 可 数 集 。 

有 理 数 集 Q = {p/g:p,， gq € Z, 9 天 0})， 可 数 集 。 

实数 集 R, 不 可 数 集 。 

复数 集 C = ( 工 十 iy:Z， 2 及 } ， 不 可 数 集 。 

如 果 和 集合 A 的 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 , 即 x € A 一 x € B, 则 
称 和 A 为 B 的 子 集 , 记 作 A 三 8B。 显 然 有 ASA。 空 集 好 是 任何 集合 
的 子 集 。 如 果 ASB 且 A 关 也 , 即 集合 A 的 元 素 都 是 集合 B 的 元 
素 ,但 集合 B 中 至 少 有 一 个 元 素 不 属于 A , 则 称 A 为 B 的 真子 集 ， 
记 作 ACB。 如 果 ASCB 且 BC A, 则 称 集合 A 与 集合 B 相等 ， 
A=B,。 . 

一 个 集合 的 所 有 子 集 也 构成 一 个 集合 , 称 为 集合 A 的 寡 集 ， 
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记 作 24。 例 如 设 


A= {a, 5}, (1. 3) 
则 其 所 有 的 子 集 构成 的 集合 为 
24 = {{a}, {6}), {a, 6}, 2}。 (1. 4) 


可 以 证 明 , 对 于 有 限 集 ,如 果 集 合 A 有 个 元 素 , 则 集合 2* 具有 
2" 个 元 素 。 对 于 无 限 集 ,情况 比较 复杂 ,此 处 不 予 讨论 。 我 们 只 
指出 一 点 ,实数 集 R 的 元 素数 目 要 比 整 数 集 Z 的 元 素数 目 “ 多 ”， 
军 集 24 的 元 素数 目 要 比 集合 A 的 元 素数 目 “ 多 ”, 而 有 理 数 集 Q 
的 元 素数 目 和 整数 集 Z 的 元 素数 目 “ 一 样 多 ”。 一 段 实 轴 上 的 点 
的 数目 和 平面 上 的 点 的 数目 也 是 “一 样 多 ”。 


2. 集合 的 运算 
我 们 把 
AUB={(zeEA 或 者 z € B) (1.5) 


称 为 集合 A 与 集合 B 的 并 。 这 是 集合 的 加 法 。 并 集 是 由 两 个 集合 
的 所 有 元 素 组 成 的 集合 。 若 A 一 {a， b, c}， B= {c， d, e, f}， 则 


AUB= {a,b,c,d,e, f}。 (1. 6) 


而 把 
ANMNMB={r€EAHxrEB;) (1.7) 


称 为 集合 4 与 集合 B 的 交 。 这 是 集合 的 乘法 。 交 集 是 由 两 个 集 
合 的 共同 元 素 组 成 的 集合 。 如 果 A 门 B = 名 , 则 称 集合 A 与 集 
合 B 互 不 相交 。 在 上 例 中 ， 
ANMNB= {c)., (1. 8) 
我 们 把 
A—B= {rE€AAxE¢B} (1. 9) 


称 为 集合 A 与 集合 B 的 差 。 这 是 集合 的 减法 。 差 集 是 由 集合 A 
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中 不 属于 集合 B 的 元 素 组 成 的 集合 。 对 于 上 例 ， 
A—B= {uy b}。 
这 三 种 运算 可 用 下 列 图 形 表示 : 


GC 


AUB ANMB A=B 
图 1.1 
不 难 证 明 下 列 性 质 : 
交换 律 
AUB=BUA,ANB=BNA., 
结合 律 
(AUB)UC=AU (BUDO, 
‘ANBNC=AN(BNO, 
分 配 律 
(AUBNC=(ANOUBNO, 
(ANMNB)UC=(AUON(GBUO. 
吸收 律 


(AUB)NA=A, ANB)UA=A. 


对 于 差 集运 算 , 如 果 A 是 X 的 子 集 , 则 称 差 
集 X 一 A = A’ 为 A 关于 X 的 补 集 。 对 于 补 
集运 算 , 有 如 下 的 德 摩根 (de Morgan) 公 式 ， 


(AUB)=A:NB:, C1 172 
(ANB)=A:UB:, (1. 18) 


人 @ 国 


(1. 


1.2 


10) 


“Ly 


。 12) 
» 113» 


.14) 
, 15) 


16) 
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(A): = A, (1. 19) 
AUA=X, (1. 20) 
4mna4: = 好。 (1. 21) 
最 后 ,定义 集合 的 直 积 运算 ,车 a € A, 5 € 了 则 集合 
C=AXB={(a,b),a€ A,bEB}, (1.22) 


称 为 A, B 的 有 序 对 集合 ,也 称 为 集合 A，B 的 直 积 。 平面 点 的 
集合 


了 R: = ((zi， 2 )， XER} (1. 23) 
为 实数 集合 R 的 二 重 直 积 RXR。 一 般 地 ,有 
R=RXRX…XR= {x, zw, Tm) HE R,i=1,2,.,n) 
(1. 24) 
是 实数 集合 R 的 ” 重 积 。 
$1.2 映 射 


设 A 和 B 是 集合 ,如 果 存 在 一 个 对 应 关系 或 法 则 ,使 得 对 于 
A 的 任 一 元 素 4, 均 有 B 中 一 个 唯一 的 元 素 9 与 之 相对 应 , 则 称 这 
是 一 个 从 A 到 B 的 映射 (map) 了 , 记 作 


f:A—B,a—b= f(a), (1. 25) 


把 A 称 为 映射 了 的 定义 域 , 而 把 (4A) 二 {f(a):Ya€ A)CB 称 
为 映射 了 的 值 域 。 同 时 ,把 56 一 f(a) € B 称 为 a 的 象 。 

显然 ,A 的 每 一 个 元 素 都 具有 唯一 的 象 ,但 反之 则 不 一 定 。A 
的 所 有 元 素 的 象 的 集合 就 是 映射 了 的 值 域 。 映 射 是 通常 的 函数 
( 数 集 到 数 集 的 映射 ,如 实数 集 R 到 R 的 映射 ) 概 念 的 推广 。 映 射 
比 函数 要 宽泛 得 多 , 函数、 变换 、 各 种 运算 . 泛 函 和 算 符 等 等 均 可 
视 为 映射 。 

设 有 映射 


6 第 1 章 集合 与 拓扑 


f:A—B, 


如 果 f(A) = B, 即 A 的 所 有 的 象 的 集合 就 等 于 B, 则 称 为 A 到 
B 上 的 映射 ,也 称 为 满 射 。 

如 果 f(a) = f(a =>a = a’, 则 称 f 为 单 映 射 或 1-1 映射 。 
如 果 有 A 二 BB, 且 对 所 有 的 a€ A, 有 f(a) 二 a, 则 称 为 A 的 恒 等 
映射 。 

如 果 f 为 A 到 B 上 的 1-1 映射 , 则 称 其 为 双 射 。 如果 f 为 A 
到 B 上 的 1-1 映射 , 则 对 于 5== (a), 可 以 确定 a 二 广 :( 电 ,由 此 
可 以 确定 映射 广 : :日 -= A。 称 广 :为 的 道 映射 。 逆 映射 是 反 函 
数 的 推广 。 

两 个 相继 的 映射 可 以 复合 为 一 个 映射 :如 果 

f:A—B, g:B-—>C, (1. 26) 


则 

h=g°f:A—>C (1. 27) 
称 为 f 和 g 的 一 个 复合 映射 。 复合 映射 是 复合 函数 的 推广 。 
显然 ， 


fi. f=h:A—A (1. 28) 
或 
f° f=Is:B—B (1. 29) 
为 恒 等 上 映射。 映射 的 结合 满足 结合 律 。 
如 果 有 映射 
f:A—B;g:B—C;h:C—D, (1. 30) 
则 
he.(g°. =h°g)° f:A—D, (1. 31) 


有 不 少数 学 问题 需要 比较 两 个 集合 所 含 元 素 的 多 少 。 通 常 把 
一 个 集合 A 所 含 的 元 素数 目 称 为 该 集合 的 基数 或 集合 的 势 , 记 为 
1A1。 对 于 有 限 集 , 问 题 比较 容易 解决 ,无 限 集 就 比较 复杂 。 不 
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过 ,也 可 以 这 样 来 考虑 , 将 两 个 集合 的 元 素 作 1-1 对 应 ,如 果 正 
好 完全 1-1 对 应 ,那么 就 说 这 两 个 集合 所 含 的 元 素数 一 样 多 。 更 
准确 地 说 , 设 有 A, B 两 个 集合 , 若 存在 1-1 到 上 的 映射 f:A 一 B， 
则 说 A，B 两 个 集合 有 相同 的 基数 。 如 果 是 1-1 映射 , 则 约定 
141 委 18 如 果 14| 委 1B1I 天 1A| 则 说 4 的 基数 小 于 避 的 
基数 。 记 作 | A | 二 | B1。 和 自然 数 集 Z 具有 相同 基数 的 集合 称 为 
可 数 集 。 自 然 数 集 N 的 基数 用 No 表示 , 即 | N1=|1Z1=|1Q|= 
iio。 可 以 证 明 ,可 数 个 可 数 集 的 并 及 有 限 个 可 数 集 的 交 是 可 数 集 。 
实数 集 R 的 基数 用 Nl 表示 , 即 | R |= Ni1，N1 二 No。 可 以 证 明 ， 
自然 数 集 的 客 集 2" 和 实数 集 R 具有 相同 的 基数 , 即 | 2* |==|R|= 
Ma。 一 般 地 可 以 证 明 , | 2* | 二 | A |。 


$1.3 拓扑 空间 
1. 几 个 著名 的 拓扑 学 问题 


(1) 哥 尼 斯 堡 (Konigsberg) 七 桥 问题 

流 经 哥 尼 斯 堡 的 普 雷 格 河 的 河 湾 处 有 两 个 小 岛 ,七 座 桥 连接 
了 两 岸 和 小 岛 。 当 地 流传 着 一 个 游戏 ,要 求 在 一 次 散步 中 通过 每 
座 桥 一 次 , 但 很 长 时 间 里 没 人 
能 做 到 。 后 来 大 数学 家 欧 拉 
(L. Euler) 研 究 了 这 个 游戏 ,他 
把 这 个 游戏 简化 为 一 笔画 问 
题 :点 代表 陆地 , 线 代 表 桥 。 能 
否 完成 游戏 就 变 成 左边 的 图 形 
能 否 一 笔画 出 的 问题 了 。 欧 拉 
在 1736 年 证 明 , 这 个 图 形 是 不 
能 一 笔画 出 来 的 。 正 是 七 桥 问题 和 其 他 类 似 性 质 的 问题 ,使 欧 拉 
和 其 他 数学 家 开始 认识 到 ,存在 着 某 种 新 的 几何 性 质 ,与 以 往 研究 
的 几何 性 质 完全 不 同 。 这 种 认识 是 拓扑 学 产生 的 背景 。 这 种 新 的 
性 质 是 一 种 整体 结构 的 性 质 , 它 们 与 图 形 的 大 小 .形状 以 及 所 含 线 


1.3 
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段 的 曲直 等 等 都 无 关 ,我 们 称 之 为 拓扑 性 质 。 将 图 形 挤 压 、 拉 伸 、 
扭曲 等 变形 时 , 它 的 拓扑 性 质 不 变 。 研 究 图 形 拓扑 性 质 的 学 科 ,就 
是 拓扑 学 (topology) 。 

(2) 正 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 

对 于 正四 面体 .正六 面体 .正八 面体 等 正 多 面体 来 说 ,如 果 用 
V 标记 它们 的 顶点 数 ,E 标记 棱 数 ,F 标记 面 数 , 则 有 关系 


V—E+F=2, (1. 32) 


这 个 公式 称 为 欧 拉 公式 。 等 式 右边 的 数字 2 称 为 正 多 面体 的 欧 拉 
示 性 数 。 这 是 一 个 拓扑 性 质 。 

(3) 四 色 定 理 

对 地 图 着 色 时 ,要 求 相 邻 区 域 必 须 用 不 同 颜 色 来 标记 ,那么 一 
共 需 要 多 少 种 颜色 呢 ? 数学 家 很 早 就 证 明 有 五 种 颜色 就 够 用 了 。 
而 低 于 四 种 颜色 是 不 可 能 标记 一 幅 地 图 的 。 这 个 问题 自从 1852 
年 格 思 里 (F. Guthrie) 提 出 后 ,一 直到 20 世纪 70 年 代 借助 计算 机 
才 得 到 了 肯定 的 答案 , 即 四 色 定 理 : 给 地 图 着 色 , 四 种 颜色 就 够 用 
了 。 地 图 着 色 问 题 也 是 一 个 和 拓扑 性 质 有 关 的 问题 , 它 与 区 域 的 
面积 .边界 线 的 形状 和 长 度 等 都 没有 关系 ,关键 是 区 域 的 个 数 和 彼 


2. 拓扑 空间 


设 生 是 一 个 非 空 集合 , 记 2* 为 X 的 守 集 , 即 由 XX 的 所 有 子 
集 (包括 空 集 儿 入 自身) 组 成 的 集合 ,把 2* 的 子 集 ( 即 以 X 的 一 
部 分 子 集 组 成 的 集合 ) 称 为 X 的 一 个 子 集 族 。 

定义 设 XX 是 一 个 非 空 集合 ,X 的 一 个 子 集 族 z 称 为 X 的 一 
个 拓扑 ,如 果 它 满足 : 

(1) X 和 儿 都 包含 在 中 ; 

(2) rz 中 任意 多 个 成 员 的 并 集 仍 在 r 中 ; 

(3) zr 中 有 限 多 个 成 员 的 交集 仍 在 tc 中 ; 
则 集合 X 和 它 的 一 个 拓扑 z 一 起 称 为 一 个 拓扑 空间 (topological 


31.3 拓扑 空间 9 


space), 记 作 (X，r), 有 时 候 也 简称 为 拓扑 空间 X。 称 = 中 的 成 员 
为 这 个 拓扑 空间 的 开 集 。 定 义 中 的 三 个 条 件 称 为 拓扑 公理 。 

从 定义 可 以 看 到 ,给 出 集合 的 一 个 拓扑 就 是 规定 它 的 哪些 子 
集 是 开 集 。 这 种 规定 不 是 任意 的 ,必须 满足 三 条 拓扑 公理 。 一 般 
来 说 ,一 个 集合 上 可 以 有 许多 不 同 的 拓扑 。 因 此 在 说 到 一 个 拓扑 
空间 时 ,要 同时 指明 集合 及 所 规定 的 拓扑 。 

设 义 是 一 个 非 空 集合 ,显然 + 二 2* 构成 X 上 的 一 个 拓扑 , 称 
为 X 上 的 离散 拓扑 。 离 散 拓扑 的 开 集 最 多 。 而 + 一 {X, 他) 也 是 
区 上 的 拓扑 , 称 为 X 上 的 平凡 拓扑 。 平 凡 拓 扑 的 开 集 最 少 。 当 X 
中 包含 多 于 一 个 元 素 时 ,这 两 个 拓扑 是 不 同 的 。X 还 可 以 有 许多 
别 的 拓扑 。 如 果 设 和 = {a, 5, c}), 则 {X, 名 , {a}}, {X, 2 {a， 
5}},， {XX， 岂 ，(a}，{a,， 56}} 等 等 都 是 关上 的 拓扑 。 总 共 可 以 有 
29 种 不 同 的 拓扑 结构 。 但 {XX， 名 ，{a}，{5})} 不 是 XX 上 的 拓扑 ， 
因为 公理 (2) 不 满足 。 

设 ,rs 是 集合 X 上 的 两 个 拓扑 ,如 果 志 Ct, 则 说 是 比 
mn 精细 的 拓扑 。 因 此 平凡 拓扑 是 最 粗 的 拓扑 ,离散 拓扑 则 是 最 细 
的 拓扑 。 

例 设 R 是 全 体 实数 的 集合 ,规定 


5 二 {U | U 是 若干 个 开 区 间 的 并 集 }， (1. 33) 


这 里 “者 于 ”可 以 是 有 限 个 .无 限 多 个 ,也 可 以 是 零 ,因此 他 Er。 
所 以 是 R 上 的 拓扑 , 称 为 R 上 的 欧 氏 拓扑 , 记 为 Fl = {R, rn )。 


3. 度量 空间 


集合 X 上 的 一 个 度量 4 是 一 个 映射 4 ; XXX-~R, 满 足 
(1) 正定 性 , d(x, Xx) 二 0, VxXEX, d(x, y) 守 0, 当 zr 关 y; 
(2) 对 称 性 , d(xz, y) = d(y, zx), Vx, yE€ Xi 
(3) 三 角 不 等 式 , d(x, z) 委 d(x, y) 十 d(y, z)， Vx, y， 
ZEX。 
当 集合 X 上 规定 了 一 个 度量 4 后 ,就 称 为 度量 空间 , 记 作 (X, 4)。 
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记 
及 ”一 {(Zz1, ay， Ta) | zx; ER,i=1,2,.…, n}, 
(1. 34) 
规定 Rr 上 的 度量 4d 为 
dz WD = [Dr ys (1. 35) 
i=1 


不 难 证 明 a 满足 度量 空间 的 三 个 条 件 。 办 此 Er = {R", d) 是 度 
量 空间 , 称 为 n 维 欧 氏 空 间 。 
设 (X, qd) 是 一 个 度量 空间 , x。E€ X,e 是 一 个 正 数 。 称 XX 的 
子 集 
Bl(zo, e)— {rE XI|d(lro, x) < e) (1. 36) 


为 以 zo 为 中 心 、 以 8 为 半径 的 球形 邻 域 。 因 此 
ra 二 {U1 是 着 干 个 球形 邻 域 的 并 集 } (1. 37) 


是 X 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 X 上 由 度量 4 决定 的 度量 拓扑 。 每 个 
度量 空间 都 可 以 看 成 是 具有 度量 拓扑 的 拓扑 空间 。 因 此 维 欧 氏 
空间 所 也 是 拓扑 空间 (其 度量 拓扑 称 为 欧 氏 拓扑 )。 从 这 个 意义 
上 讲 ,拓扑 空间 是 度量 空间 和 殉 氏 空间 的 推广 。 


4. 连续 映射 和 同 胚 


现在 来 考虑 拓扑 空间 (X, r(X)) 和 (Y, rt(Y)) 之 间 的 映射 。 
正如 映射 是 函数 的 推广 一 样 ,连续 映射 也 是 连续 函数 的 一 种 推广 。 
这 里 用 开 集 来 定义 拓扑 空间 中 的 连续 映射 。 

定义 设 (X,r(CX)) 和 (Y，r(Y)) 为 两 个 拓扑 空间 , A: X->Y 
为 一 个 映射 ， 如 果 它 满足 : 


fr) CrCX)， (1. 38) 
即 了 的 任 一 开 集 O € r(Y) 的 道 象 六 (CO) 是 和 的 开 集 ， 广 (O) 
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E r(X), 则 称 了 是 连续 映射 。 这 是 通常 连续 函数 定义 的 推广 。 
恒 等 映射 是 连续 映射 ,连续 映射 的 复合 映射 也 是 连续 映射 。 如 果 
XX 是 离散 拓扑 空间 ,或 者 Y 是 平凡 拓扑 空间 , 则 f; XY 一定 是 
连续 映射 。 对 于 普通 函数 f(x) 在 一 点 ze 的 连续 ,我 们 可 以 用 
一 6 语言 来 描述 : 

对 任意 正 数 e > 0, 总 可 以 找到 5 > 0, 使 得 当 | xz 一 zo | 二 5 
时 ， 

| f(z) — fro) |< es (1. 39) 
我 们 也 可 以 用 开 集 的 语言 来 描述 函数 在 一 点 的 连续 : 
若 V 是 包含 f(xo) 的 开 集 , 则 存在 包含 zo 的 开 集 口 ,使 得 


JAD) CV (1. 40) 


定义 ”如 果 存 在 一 个 1-1 的 映射 ( 双 射 )f: X->Y, 使 得 了 和 
了 "都 是 连续 的 , 则 称 这 两 个 拓扑 空间 (X,， zr(X)) 和 (Y, tCY)) 是 
(拓扑 ) 同 胚 的 (Chomeomorphic) ,此 时 称 f 为 同 三 了 映射 。 如 果 六 
与 Y 同 胚 , 则 记 为 XY。 

两 个 同 胚 的 拓扑 空间 是 拓扑 等 价 的 ,具有 相同 的 拓扑 性 质 。 
辐 胚 意味 着 可 以 通过 连续 的 形变 从 一 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 
空间 。 

同 胚 是 拓扑 学 中 最 重要 的 概念 之 一 。 拓 扑 空间 之 间 的 同 胚 是 
一 种 等 价 关系 。 拓 扑 不 变量 就 是 在 同 胚 变换 下 保持 不 变 的 一 些 量 
或 性 质 。 任 意 开 区 间 (a, 6) 同 胚 于 R, 去 掉 北极 的 球面 与 平面 同 
胚 。 这 就 是 复 变 函 数 中 球 极 投 影 的 原理 。 但 环 面 与 球面 不 同 胚 ， 
环形 带 与 墨 比 乌 斯 (M6bius) 带 也 不 同 胚 。 


5. 拓扑 空间 的 几 个 基本 概念 


邻 域 给 定义 上 的 一 个 拓扑 t, 如 果 ACCX 是 X 的 一 个 子 
集 , 且 A 包含 一 些 开 集 X。, x € X。, 则 称 A 为 x € X 的 一 个 邻 
域 。 显然 ,包含 zx 的 开 集 X。 是 z 的 邻 域 。 

闭 集 ”拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 A 称 为 闭 集 ,如 果 A 的 余 集 
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是 开 集 。 也 就 是 说 , 开 集 的 余 集 是 闭 集 , 闭 集 的 余 集 是 开 集 。 在 离 
散 拓扑 空间 中 , 由 于 任何 子 集 都 是 开 集 ,因此 任何 子 集 也 都 是 闭 
集 。 显 然 ,在 任何 拓扑 空间 ,X 本 身 和 空 集 名 一 定 是 闭 集 。 容 易 
证 明 , 任 意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 , 有 限 个 闭 集 的 并 也 是 闭 集 。 

内 点 和 边界 点 设 ACX 是 XX 的 一 个 子 集 , x € A, 如 果 存 
在 开 集 U 使 得 x E UC A, 则 称 z 是 A 的 一 个 内 点 。A 的 所 有 内 
点 的 集合 称 为 A 的 内 部 或 内 域 。 如 果 点 z 的 每 个 邻 域 都 既 包 含 
A 的 点 ,也 包含 A 的 余 集 的 点 , 则 称 xz 为 A 的 边界 点 。A 的 所 有 
边界 点 的 集合 成 为 A 的 边界 。 若 A 的 边界 不 包含 在 A 内 , 则 A 
为 开 集 。 若 A 的 边界 包含 在 A 内 , 则 A 为 闭 集 。 

| 豪 斯 多 夫 CHausdorff) 空 间 ”如 果 一 个 拓扑 空间 中 ,两 个 任 

意 不 同 的 点 有 彼此 不 相交 的 邻 域 , 则 称 此 拓扑 空间 为 豪 斯 多 夫 
空间 。R 上 的 普通 拓扑 是 豪 斯 多 夫 空间 。 离 散 拓 扑 也 是 豪 斯 多 
夫 空 间 。 

紧 致 性 ” 紧 致 性 是 拓扑 学 中 的 一 个 重要 概念 。 首 先 引 入 覆盖 
的 概念 。 给 定 一 族 集合 {fF} = 下, 如 果品 环 二 X, 就 称 下 是 X 
的 一 个 覆盖 。 如 果 所 有 的 F。 都 是 开 集 ,就 称 为 是 开 和 覆盖 。 一 个 集 
合 X 可 以 有 很 多 种 覆盖 。 如 果 对 每 一 个 开 覆 盖 {F,) = 下 都 存在 
有 限 的 子 覆盖 {P ，…，F, } ,使 得 已 U…U 忆 二 X, 则 称 集合 
是 紧 致 的 。 紧 致 的 直观 解释 就 是 有 限 。 一 个 拓扑 空间 如 果 只 含有 
限 个 点 ,或 它 的 拓扑 是 有 限 的 (只 包含 有 限 个 开 集 ), 则 它 是 紧 致 
的 。 有 界 闭 区 间 是 紧 致 的 ,球面 S" 也 是 紧 致 的 。 

连通 性 ”连通 性 是 一 个 很 直观 的 概念 。 如 果 拓 扑 空间 X 可 
以 分 解 成 两 个 不 相交 的 开 子 集 A; ，A， 的 交 , 4 U Az = X, 则 称 
X 是 不 连通 的 。 因 为 A; ,， A; 在 X 中 互 为 余 集 , 故 它们 既是 开 集 ， 
又 是 闭 集 。 因 此 ,如 果 一 个 拓扑 空间 中 仅 有 的 既 开 又 闭 的 子 集 是 
空 集训 和 X 本 身 , 则 它 是 连通 的 。 显 然 离散 点 集 是 不 连通 的 。 有 
理 数 集 Q 不 是 连通 的 。 可 以 有 单 连通 和 多 连通 ( 复 连通 )。R" 和 
S" 是 单 连 通 的 ,T" 则 是 多 连通 的 。 直 观 上 可 以 看 到 ,球面 和 环 面 
(轮胎 ) 是 不 同 的 。 
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81.4 分 形 
1. 分 形 的 基本 概念 


在 很 长 的 时 间 内 ,数学 只 研究 比较 光滑 和 比较 规则 的 集合 和 
函数 。 而 那些 不 够 光滑 和 不 够 规则 的 集合 和 消 数 则 被 认为 是 病态 
的 ,不 值得 去 研究 。 著 名 物理 学 家 狄 拉 克 (P. A. M. Dirac) 提 出 的 
6 函数 也 曾 被 数学 家 认为 是 不 严格 的 东西 ,但 以 后 却 由 此 发 展 出 
了 广义 函数 理论 。 从 20 世纪 60 年 代 开 始 , 人 们 逐渐 认识 到 ,对 这 
些 不 光滑 集 可 以 而 且 必须 进行 详细 的 数学 描述 。 不 规则 集 比 经 典 
的 几何 图 形 能 更 好 地 反映 自然 现象 。 分 形 目 前 已 经 在 包括 数学 、 
物理 .化 学 .生物 .天 文 和 计算 机 等 众多 学 科 领 域内 得 到 了 广泛 的 
应 用 。 在 测 流 、 混 沌 等 现象 中 都 有 分 形 的 存在 。 

分 形 (fractal) 这 个 词 是 它 的 创始 人 、 美 国 数学 家 芒 德 布 罗 
《B. Mandelbrot) 教授 于 1975 年 夏天 一 个 罕 静 的 夜晚 ,在 冥 思 苦 
想 之 余 翻 看 儿子 的 拉丁 文字 典 时 想到 的 ,其 拉丁 文 的 原意 是 “产生 
无 规则 的 碎片 ”。 分 形 的 一 个 重要 性 质 叫 作 自 相似 性 。 从 它 的 任 
何 一 个 局 部 经 过 放大 ,都 可 以 得 到 一 个 和 整体 全 等 的 图 形 。 三 分 
康 托 尔 集 下 是 一 种 最 简单 .最 容易 构造 的 分 形 , 但 它 显示 了 许多 最 
典型 的 分 形 特征 。 三 分 康 托 尔 集 是 从 单位 区 间 出 发 ,通过 一 系列 不 
断 去 掉 部 分 子 区 间 的 过 程 构 造 出 来 的 。 设 包 是 闭 区 间 [0, 1j, EE, 
是 表示 由 E。 除去 中 间 1/3 后 得 到 的 集合 , 即 EE = {[0, 1/3jU 
[2/3，1j}， 再 分 别 去 掉 这 两 个 区 间 的 中 间 1/3 就 得 到 Es。 按 此 
方法 继续 下 去 ,得 到 由 2 个 长 度 各 为 3“ 的 区 间 组 成 的 集合 EE。 三 
分 康 托 尔 集 下 可 以 看 成 是 集 序列 EE 当 趋 于 无 穷 时 的 极限 。 
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集合 下 具有 如 下 一 些 性 质 , 许 多 分 形 都 具有 类 似 的 性 质 。 

(1) 下 是 自 相似 的 ,在 区 间 [0, 1/3] 和 [2/3, 1J 内 下 的 部 分 与 
下 是 相似 的 ,相似 比 为 1/3。 即 将 [0, 1/3j] 内 下 的 部 分 放大 3 售后 
就 得 到 整个 下 。 依 此 类 推 , 康 托 尔 集 包 含有 许多 不 同比 例 的 与 自 
身 相似 的 样本 。 

(2) 下 具有 精细 结构 , 即 它 包 含有 任意 小 比例 的 细节 。 

(3) 下 的 定义 简单 ,但 具有 错综复杂 的 细节 结构 。 

(4) 下 是 通过 一 个 反复 的 迭代 过 程 得 到 的 。 
在 构造 下 的 过 程 中 虽然 去 掉 了 大 量 的 点 ,但 可 以 证 明 下 是 一 个 不 
可 数 的 无 限 集 。 

第 二 个 例子 , 科 赫 (Koch) 曲 线 ,可 以 通过 如 下 方式 迭代 得 到 。 
从 单位 长 度 的 直线 段 出 发 ,每 次 除去 直线 段 中 间 的 1/3 线段 , 代 之 
以 底 边 在 被 除去 的 线段 上 的 等 边 三 角形 的 另 两 条 边 。 最 后 得 到 的 
极限 曲线 称 为 科 赫 曲线 。 


1.5 
科 赫 曲线 在 许多 方面 的 性 质 与 三 分 康 托 尔 集 的 性 质 类 似 ,如 


自 相似 和 任意 小 比例 的 细节 。 另 外 ,可 以 证 明科 赫 曲 线 的 长 度 是 
无 穷 大 。 三 条 科 赫 曲线 可 以 构成 科 替 雪花 曲线 。 这 儿 我 们 看 到 一 


A 
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个 以 前 没有 过 到 过 的 现象 ,闭合 曲线 的 长 度 为 无 限 大 ,但 其 所 围 图 
形 的 面积 是 有 限 的 !， 

谢 尔 宾 斯 基 (Sierpinski) 垫 是 从 一 个 初始 的 等 边 三 角形 出 发 ， 
反复 去 掉 小 等 边 三 角形 得 到 的 。 


A 全 全 人 
AA 人 A 人 
和 人 和 DD A A 人 AAO 
LAVATAVAVATAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA 
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2. 分 形 生 成 的 过 程 


这 些 分 形 是 以 一 种 确定 的 方式 构造 出 来 的 ,因而 被 称 为 确定 
性 分 形 。 如 果 在 构造 过 程 中 引入 某 种 随机 性 , 则 它们 就 不 再 具有 
严格 的 自 相 似 性 ,但 仍 具 有 无 限 小 的 细节 ,如 无 规 行走 ,布朗 运动 

另 一 种 较 复杂 的 分 形 图 形 称 为 朱 利 亚 (Julia) 集 , 它 是 单 变 量 复 
变 函 数 如 f(z) 过 十 C(C 为 适当 的 常数 ) 在 平面 上 构造 的 点 集 。 
朱 利 亚 集 没有 严格 的 自 相 似 性 ,但 具有 拟 自 相似 性 , 即 任意 小 的 部 
分 可 以 放大 ,然后 平滑 地 变形 使 之 与 这 个 集 的 某 一 较 大 的 部 分 相 一 
致 。 朱 利 亚 集 具有 异常 美丽 的 形状 ,利用 朱 利 亚 集 可 以 模拟 出 山 
峰 `、 云 彩 .湖泊 等 自然 景观 ,下 面 的 图 形 就 是 朱 利 亚 集 的 图 形 。 


图 1.8 


最 千奇百怪 的 是 芒 德 布 罗 集 ,从 一 个 原始 图 形 出 发 ,每 一 个 细 
部 都 可 以 演绎 出 绮丽 无 比 犹如 上 梦 中 仙境 般 的 图 形 。 芒 德 布 罗 集 堪 
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图 1.11 


称 人 类 有 史 以 来 做 出 的 最 奇异 、 最 瑰丽 的 几何 图 形 。 这 个 点 集 均 
出 自 公 式 : Zn 二 如 十 C, 这 是 一 个 迭代 公式 , 式 中 的 变量 都 是 复 
数 。 这 是 一 个 大 千 世 界 , 从 此 出 发 可 以 产生 无 穷 无 尽 的 美丽 图 案 ， 
这 是 芒 德 布 罗 教授 在 20 世纪 70 年 代 发 现 的 。 只 要 计算 的 点 足够 
多 ,不 管 把 图 案 放 
大 多 少 倍 ,都 能 显 
示 出 更 加 复杂 的 
局 部 。 这 些 局 部 
既 与 整体 不 同 , 又 
有 某 种 相似 的 地 
方 ,这 些 梦幻 般 的 
图 案 具 有 无 穷 无 
尽 的 细节 和 自 相 
似 性 。 芒 德 布 罗 
教授 称 此 为 “魔鬼 1. 12 
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的 聚合 物 ”。 为 此 , 芒 德 布 罗 在 1988 年 获得 了 “科学 为 艺术 大 奖 ”。 
在 下 述 图 形 中 ,后 一 个 图 均 是 前 一 个 图 的 某 一 局 部 放大 。 


3. 分 形 的 维 数 


察 斯 多 夫 最 早 在 1919 年 就 提出 了 分 数 维 的 概念 ,并 创立 了 豪 
斯 多 夫 测 度 和 维 数理 论 。 我 们 知道 ,对 于 欧 氏 几何 ,如 果 曲 线 的 长 
度 放大 4 倍 , 则 平面 图 形 的 面积 放大 入 倍 ,三 维 立 体 图 形 的 体积 
放大 入 。 分 形 的 维 数 可 以 用 多 种 方法 定义 。 我 们 可 以 把 分 形 看 
成 是 嵌 在 欧 氏 空间 的 点 集 , 要 确定 其 维 数 ,关键 是 如 何 测量 该 点 集 
的 大 小 。 最 简单 的 办 法 是 用 线 元 、 面 元 或 体 元 去 覆盖 。 一 条 有 限 
长 的 曲线 段 可 用 线 元 6 去 覆盖 ,如 果 用 N(6) 覆 盖 便 穷尽 了 整个 线 
段 , 便 可 记 
L = N(8)8— Lo8° (8 一 0)。 (1.41) 


显然 , 当 6->0 时 ,Lo 便 代 表 曲 线段 的 长 度 。 如 果 用 面 元 9 去 覆盖 
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曲线 段 , 则 可 以 形式 上 写 出 与 曲线 段 相 联系 的 面积 的 大 小 


La 一 N(8)6:— Lod' (6 —> 0)。 (1. 42) 
同样 可 以 写 出 与 之 相 联系 的 体积 的 大 小 
Lv 一 NG0)83 一 Lo02 (8 一 0)。 (1. 43) 


显然 ,对 一 条 曲线 来 说 , 它 的 面积 和 体积 均 为 0。 类 似 地 ,对 
一 个 曲面 ,可 以 分 别 用 线 元 、 面 元 和 体 元 去 覆盖 ,得 出 与 之 相 联系 
的 长 度 、 面 积 和 体积 : 


Ar 一 NIC6)86 一 A61 (6 — 0),， (1. 44) 
A = N(0)6—> A6' (6— 0), (1. 45) 
Av = N(0)6— A06! (6 — 0)。 (1. 46) 


当 6->0 时 , 测 得 的 面积 为 A ,而 与 之 相 联 系 的 曲线 长 度 为 2, 体 
积 为 0。 这 与 我 们 已 有 的 几何 概念 相符 。 如 果 对 某 个 点 集 能 写 出 


0, 当 d > dj 
Ms = Mo d= dy, (1. 47) 
| co, 当 d<=d 
就 把 dj 称 为 集合 S 的 分 形 维 数 。 由 此 可 以 求 出 分 形 的 维 数 来 。 
Ma 二 N(6)64 = 二 有限 数 -> N(6) cc 86， 
所 以 


二 InN(6) ， 有限 数 In NC6) 
dr 一 InG 十 一 In 一 ns (1. 48) 


还 可 以 利用 分 形 的 自 相似 性 来 定义 和 计算 分 形 的 维 数 。 具 有 
自 相似 结构 的 对 象 , 它 的 均匀 分 布 的 质量 满足 如 下 方程 ， 
MQ = WM(D = KM(D), (1. 49) 


其 中 M(7) 是 线 度 为 1 时 的 对 象 质量 ,MCAL) 是 放大 4 售后 的 质量 。 
-由 此 可 以 得 到 
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dy To (1., 50) 


两 种 方式 得 到 的 分 形 维 数 是 一 致 的 。 

分 形 维 数 通 常 不 是 整数 ,在 特殊 情况 下 也 可 能 是 整数 ,一 般 总 
是 小 于 所 媒人 的 欧 氏 空间 的 维 数 。 下 面 讨 论 几 个 例子 。 

例 1 三 分 康 托 尔 集 

取 [L0, 1/3] 段 ,将 尺度 放大 X= 二 3 倍 , 便 得 到 原来 的 康 托 尔 集 ， 
同样 ,对 [2/3, 1j] 段 放大 3 售后 也 得 到 整个 康 托 尔 集 ,因此 ,有 和 = 
3, K = 2, 因此 

dr 一旦 & 一 记 2 一 0.6309。 (1.51) 


例 2 科 赫 曲线 
将 其 中 的 一 段 放大 4 = 3 售后 ,得 到 整个 曲线 , 即 放大 后 的 质 


量 为 原来 的 4 倍 , 因 此 
lInK 


ln 4 
dr = 正人 一 让 3 一 1.2619。 (1. 52) 


例 3 谢 尔 宾 斯 基 热 
将 尺度 放大 2 倍 后 ,得 到 原来 的 谢 尔 宾 斯 基 垫 , 即 质量 增 大 为 
原来 的 3 倍 , 所 以 


dr = A = DI = 1.585, (1. 53) 


$1.5” 局 中 人 集合 

1， 基 本 概念 

在 前 面 几 节 中 ,我 们 已 经 熟悉 了 集合 与 拓扑 的 一 些 基 本 概念 。 
很 多 应 用 问题 可 以 由 参与 者 集合 与 参与 者 特定 子 集 有 关联 的 数值 
来 描述 。 在 政治 .经 济 和 商业 等 领域 ,或 运筹 学 .社会 科学 和 环境 
科学 等 学 科 中 ,都 能 找到 这 样 的 应 用 。 从 应 用 角度 来 看 ,从 参与 者 
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或 局 中 人 集合 出 发 是 方便 的 。 局 中 人 集合 可 以 是 普通 游戏 中 的 局 
中 人 ,也 可 以 是 国家 的 联盟 ,评审 委员 会 成 员 、 学 生 会 和 商业 集团 
等 等 。 一 个 局 中 人 子 集 有 时 也 称 为 一 个 联盟 ,可 以 用 一 个 实数 方 
便 地 表示 联盟 的 值 。 这 种 值 可 以 是 普通 游戏 中 的 得 分 ,也 可 以 是 
经 济 效益 、 政 治 影响 ,社会 地 位 和 财富 收入 等 等 的 度量 。 

用 自然 数 1, 2, …, ”给 局 中 人 编号 , 即 用 


N= {1, 2，…，7) (1. 54) 


来 表示 所 有 局 中 人 的 集合 ,联盟 S 是 N 的 子 集 , SC N。 所 有 子 集 
的 集合 用 2Y 表示 。 
将 实数 "CS) 分 配 到 N 的 每 一 个 联盟 S 的 映射 称 为 特征 函 
数 ,可 以 表示 为 
UVU: 2> —R, (1. 55) 


对 于 空 集 好 , 取 好) = 0。 这 些 概 念 是 由 汉 ， 诺 伊 曼 (. von 
Neumann) 等 人 在 他 们 的 名 著 《 博 弈 论 与 经 典 行 为 》 中 首先 引 
人 的 。 


2. 简单 例子 


在 实际 问题 中 ,人 们 必须 确定 个 局 中 人 的 集 N 和 特征 函数 
v(S) 以 及 问题 的 解 。 这 并 不 是 一 件 容易 的 事情 。 如 果 预 先知 道 
了 v(S), 则 问题 就 会 变 得 简单 多 了 。 事 实 上 ,有 关 zw(S) 的 信息 ， 
可 以 从 有 关 谈 判 行为 .公平 对 待 、 某 类 偏见 以 及 联盟 的 动态 形成 等 
因素 得 到 。 例 如 ,可 以 考虑 下 述 的 简单 多 数 对 策 和 否决 权 对策 这 
样 的 特殊 例子 ,从 而 了 解 vC(S) 的 作用 。 

首先 考虑 所 谓 的 简单 多 数 对 策 。 三 个 局 中 人 用 1，2，3 编 
号 ,两 人 或 三 人 的 联盟 同意 ,就 可 以 决定 将 30 元 钱 怎 样 分 配给 
三 人 。 

2 = {2,{1}, (2}, (3}, (1, 2}, {1, 3}, (2, 3}, (1, 2, 3}}, 
特征 函数 为 
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v({l1}) = v({2)) = v({3}) 一 0， 
(1. 56) 
v{l, 2)) = v({1, 3}) = v({2, 3)) = v({1, 2, 3}) = 30。 


这 个 对 策 被 称 为 三 人 简单 对 策 或 三 人 常 和 对 策 。 一 般 地 ,如 果 对 
所 有 联盟 S, v(S) 十 "CN 一 S) = vCN)， 则 称 为 常 和 对 策 。 局 中 人 
可 以 自由 交流 ,达成 他 们 所 希望 的 一 致 协议 。 如 果 达 不 成 协议 , 则 
谁 都 一 无 所 获 。 三 个 人 的 分 配 可 用 行 矢量 x 二 (x1, xz，xs) 来 表 
示 。zti; 是 第 i 个 局 中 人 的 所 得 。 如 果 假 定局 中 人 不 会 一 无 所 获 ， 
则 有 分 配 集 


V = {x :Xl 十 Xz 十 z3 一 30， Xl1 之 0， TX? 之 0， 3 之 0)。 
(1. 57) 


理论 上 产生 的 结果 应 有 无 穷 多 种 (假定 钱 是 无 限 可 分 的 ), 但 实际 
上 的 结果 应 是 (10，10, 10) 或 (15, 15, 0)，(15, 0, 15) 和 (0, 15, 15) 三 
种 情形 之 一 。 前 者 是 由 对 策 的 对 称 性 决定 的 一 种 自然 公平 分 配 ， 
后 者 表明 两 人 (最 小 ?取胜 联盟 将 第 三 者 排除 的 分 配 。 

下 面 考 虑 否决 权 对 策 的 例子 。 设 特征 函数 为 


v({1}) = v((2}) = v({3}) = v((2, 3}) 一 0， 
(1. 58) 
vl({1l, 2}) 一 uC 3}) 一 ww 2, 3}) = 10。 


在 这 个 对 策 中 ,必须 要 有 两 人 同意 才能 分 配 30 元 钱 ,但 局 中 人 1 
对 任何 决策 都 有 否决 权 。 这 也 可 以 看 成 是 一 个 市 场 ,局 中 人 1 有 
某 件 商品 ,如果 他 卖 给 局 中 人 2 或 3, 就 产生 30 元 钱 的 价值 。 在 
实践 中 ,局 中 人 1 试图 挑 起 局 中 人 2 和 3 之 间 的 矛盾 , 以便 得 到 
(30 一 e, e，0) 或 (30 一 e,， 0, e) 的 分 配 结果 ,其 中 e 宇 0。 然 而, 如果 
局 中 人 2 和 3 结 成 联盟 , 这 个 同盟 也 享有 否决 权 。 因 此 ,局 中 人 2 
和 3 的 对 称 性 意味 着 可 能 的 结果 为 (30 一 28，8，6) ,其 中 5 的 范围 
是 0 二 6 二 15。 
为 了 引进 对 策 中 心 的 概念 ,我 们 讨论 下 述 对 策 的 特征 函数 ， 
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v({1}) = v({2}) = v({(3}) 一 0， 
v({1, 2}) = 24, v({1, 3)) = 6, v({2, 3)}) = 5, (1. 59) 
v({1, 2， 3}) 一 10。 


在 这 个 对 策 中 ,如果 联 盟 {1，2，3} 一 致 同意 分 配 的 方案 ,他 们 可 
以 分 配 30 元 钱 。 同 盟 {1，2} 在 3 人 中 最 多 能 分 24 元 ,同盟 t1，3} 
能 分 到 18 元 ,{2，3) 能 分 到 15 元 。 所 有 可 能 的 分 配 是 ; 


Zl 十 za 十 .as 一 30，zl 十 Za 十 Ta 一 24， 


Z1 十 Zz 十 Za 一 18，zl 十 zz 十 za 一 15， (1. 60) 
(0, 0, 0)。 
分 配 集 
V= {xz 二 zz 二 zxs = 30, zi0,1= 1,2,3), 
(1. 61) 


> zu，YSCN (1. 62) 
i€ES 


的 z 的 集合 叫 作 对 策 的 中 心 C。 在 上 述 例子 中 ， 


. C= {xE A,xitzx 之 24，zli 十 zs 之 18, Xz 十 Xs 之 15}。 
(1. 63) 


3. 交换 市 场 


考虑 一 个 简单 的 贸易 市 场 , 个 体 户 们 将 自己 的 商品 带 到 市 场 ， 
又 根据 不 同 的 需求 将 商品 换 回 去 。 个 体 户 群 六 = (1, 2,…, n)， 
用 1, 2，…, n 表示 。 有 m 种 商品 ,个 体 户 i 带 进 市 场 的 商品 用 
S' 一 (S1， Ss，…,S。}) 表示 ,其 中 S; 是 第 i 个 个 体 户 拥有 第 ;种 
商品 的 原始 数目 。 假 定 个 体 户 i 的 效用 函数 为 u, 效 用 函数 用 
来 表示 局 中 人 选择 商品 的 倾向 ,函数 w(x) 的 定义 域 是 对 所 有 
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能 实现 的 商品 分 配 的 集合 , 即 z = 《zx1， Zzz，"…， om)。 当 且 仅 当 
ui(zx) >ui(y) 时 ,个 体 户 i 倾向 于 选择 xz 而 不 是 y。 此 外 ,还 假定 


ulArt+ (Ay rz) + I—Auy) (1.64) 
如 果 个 体 户 能 组 成 局 中 人 联盟 M CC N, M 中 的 个 体 户 可 以 在 他 
们 之 间 将 商品 重新 分 配 , 满足 守恒 律 
Dr’ = >)Si， (1. 65) 
iEM iEM 


其 中 x' = (zi， x2，…，, zx) 描述 了 第 i 个 个 体 户 的 商品 分 布 。 再 
设 群 体 效应 是 它 的 成 员 的 效应 和 , 则 联盟 的 目的 是 选择 x, 使 联 
盟 的 总 效应 为 极 大 ， 即 选取 rx! ,使 


v(M) = max > uiCx') 9 (1. 66) 
iEM 
任何 实际 的 商品 分 配 都 必须 考虑 上 述 方式 确定 的 联盟 值 "CXWD 。 
下 面 举 一 个 国际 贸易 对 策 的 例子 来 说 明 上 述 概念 。 假 定 有 三 
个 国家 和 四 种 商品 :大 米 、 小 麦 .钢材 和 石油 。 国 家 甲 有 两 个 单位 
的 大 米 , 但 需要 石油 和 小 麦 。 国 家 乙 有 一 个 单位 的 小 麦 ,但 需要 钢 
材 和 大 米 。 国 家 两 有 两 个 单位 的 钢材 和 三 个 单位 的 石油 ,但 需要 
小 麦 和 大 米 , 同 时 也 需要 石油 。 这 些 国 家 拥有 的 商品 可 表示 成 


S! = (2, 0, 0, 0),， 
S: = (0, 1, 0, 0),， (1. 67) 
S’ = (0, 0, 2, 3)，, 
局 中 人 的 效用 函数 是 
U(X) = min{zxs, x4}, 
uz (X) = min{zx1, zs}, (1. 68) 


us (TX) 一 min{xi, 29 XT3}o 
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其 中 w(x) 给 出 了 第 i 个 国家 所 得 的 各 类 商品 数 。 

对 NN 二 {1,2, 3) 的 不 同 子 集 M, 可 计算 联盟 的 值 vGMD 。 例 
如 ,如 果 由 于 某 种 政治 原因 , 国家 甲 不 能 参加 国际 贸易 ,这 对 联盟 
{2，3} 最 有 好 处 。 导 出 的 特征 函数 为 


zaC(1)) = v({2})) = v({3)) 一 0， 
v({1l, 2)) = v({2, 3})) 一 0， (1. 69) 
v({1, 3})) = 2, v({1, 2, 3)) = 3, 
分 配 集 为 
V= {Ga ua, ua) :utu tu = 3, tu, ua, us > 0), 
(1. 70) 
其 中 心 C 为 
C= {i, wu, us) EV, tu > 2}, (1.71) 


任何 一 种 联盟 都 没有 能 力 拒 绝 接受 效用 结果 x 二 (wi ，w xz) 位 
于 中 心 内 的 分 配 z。 


$1.6” 阿 罗 不 可 能 性 定理 
1. 委员 会 选择 和 个 体 选择 


在 社会 科学 的 领域 内 , 阿 罗 (K. Arrow) 发 现 了 一 种 存在 于 理性 
选举 过 程 中 的 悖 论 。 个 体 的 理性 选择 通过 民主 的 方式 转化 成 集体 
的 理性 选择 实际 上 是 无 法 进行 的 :不 存在 可 靠 的 .可 以 建立 理性 的 
集体 选择 方法 。 尽 管 这 一 悖 论 是 在 考虑 经 济 学 和 政治 学 中 的 选举 
制度 时 被 发 现 的 ,但 它 对 于 某 些 人 脑 机 理 的 理论 也 有 应 用 。 在 应 用 
中 ,人 们 可 以 将 人 类 的 大 脑 看 成 是 由 “神经 选民 ”所 组 成 的 一 个 社会 。 

法 国 数学 家 兼 社会 学 家 孔 多 塞 (de Condorcet) 在 18 世纪 后 
期 就 发 现 委 员 会 选择 在 逻辑 上 似乎 有 矛盾 。 他 举 出 了 这 样 一 个 例 … 
子 , 为 了 确立 国家 的 公民 保健 政策 ,由 一 个 三 人 委员 会 来 决策 。 共 
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有 三 种 政策 供 选 择 :(1) 只 有 国家 健康 服务 机 构 ;(2) 只 有 私人 医疗 
保险 计划 ;(3) 具 有 两 种 系统 的 混合 体制 。 设 委员 会 的 三 个 人 分 别 
是 甲 . 乙 和 丙 。 他 们 各 自 按照 自己 的 偏爱 倾向 投票 : 甲 最 希望 推行 
政策 1, 然 后 是 政策 2, 最 后 是 政策 3; 乙 最 希望 推行 政策 2, 然 后 是 
政策 3, 最 后 是 政策 1; 丙 的 倾向 依次 是 政策 3, 然 后 是 政策 1, 最 后 
是 政策 2。 投 票 结果 为 政策 1 与 政策 2 的 得 票 之 比 为 二 比 一 , 政 
策 2 与 政策 3 的 得 票 之 比 为 二 比 一 ,但 是 ,政策 3 与 政策 1 的 得 票 
之 比 也 为 二 比 一 。 当 人 们 从 个 体 选择 过 渡 到 某 一 委员 会 选择 形式 
时 , 悖 论 出 现 了 。 这 一 理性 选择 的 悖 论 表明 了 这 样 一 个 事实 ;A 优 
先 于 B, B 优先 于 C, 并 不 意味 着 A 优先 于 C, 这 在 逻辑 上 称 为 “不 
可 传递 性 ”。 委 员 会 选择 虽然 是 由 个 体 选择 组 成 的 ,委员 会 选择 与 
个 体 选择 截然 不 同 ,个 体 的 选择 来 自 个 人 的 倾向 与 偏爱 ,但 委员 会 
本 身 并 没有 倾向 和 偏爱 。 


2， 委员 会 决策 的 质心 模型 


设 有 一 个 由 个 局 中 人 组 成 的 决策 委员 会 ,并 有 一 个 具有 
m 个 方案 a1，as，…， am 的 议题 。 再 设 每 个 局 中 人 有 一 个 倾向 
排序 R;。 符 号 R; 表示 第 i 个 局 中 人 的 “不 次 于 ”的 倾向 ,ajRias 
意味 着 第 i 个 局 中 人 选择 a 不 次 于 as。 现 在 的 问题 在 于 是 否 存 
在 一 种 方法 使 整个 决策 委员 会 对 这 些 方案 有 一 个 选择 好 的 排序 
及 。 事 实 上 ,这样 的 排序 总 是 存在 的 ,例如 局 中 人 1 是 独裁 者 的 
话 , 则 有 下 二 Ri 在 整个 委员 会 决策 中 ,选择 某 个 方案 al 作为 最 
优选 择 ,然后 再 选择 一 个 次 优 方案 ,继续 这 样 的 步骤 ,我 们 就 得 到 
了 所 需要 的 RR， 


aazRas…Ra。 (1. 72) 
为 了 要 通过 Ri ，R: ，…， 尺 。 计 算出 尺 ,我 们 必须 要 建立 一 个 
委员 会 决策 模型 。 下 面 以 最 简单 的 质心 模型 为 例 , 来 说 明 什 么 是 


决策 模型 。 如 果 有 ?种 事物 进行 分 配 , 那 么 一 个 分 配方 案 可 以 用 
P= 二 (zi, Xz，*…， Znm) 来 表示 , 设 委员 会 有 ?2 个 局 中 人 ,他 们 对 应 
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的 理想 分 配方 案 卫 ， 一 (aa Ci2 9 Qim )， i=1, 2, ,no 每 个 
局 中 人 的 损失 便 是 距离 油 数 


di(P) = [Day] (1.73) 
j=1 


委员 会 损失 函数 
f(P) = Dp), (1.73) 


损失 函数 表示 以 P 为 分 配方 案 时 ,决策 委员 会 总 的 不 满意 程度 。 
《1.73) 式 对 每 个 局 中 人 都 是 等 权 的 ,所 以 在 某 种 意义 上 讲 它 是 公 
平 的。 容易 发 现 


z= Da, (1.74) 
=—1 


ns; 


使 得 AP) 取 极 小 值 。 于 是 


P= (ri, zn) 一 工 》 aa, ain) = ~ >)P,, 
nil ns 
(1.75) 


注意 到 如 果 Pi ，…， 书 , 满足 预算 限制 aa 十 … 十 aim 一 4 的 话 , 那 
么 已 也 满足 预算 限制 。P 称 为 集合 {P; ，…，P,} 的 质心 。 

事实 上 ,P 是 各 理想 分 配方 案 的 平均 值 。 在 两 个 基本 点 局 中 
人 分 配 经 费时 有 一 种 平均 分 配 的 趋势 。 当 两 个 局 中 人 在 冲突 中 达 
成 一 种 妥协 时 ,就 形成 了 一 种 “差额 分 配 ?。 上 述 两 种 情形 ,都 是 两 
个 理想 方案 的 平均 。 将 平均 看 作 公 平 协定 推广 到 多 个 局 中 人 , 即 
导致 了 质心 模型 。 


3. 阿 罗 定 理 


如 果 我 们 已 采用 了 某 个 委员 会 决策 模型 ,并 利用 该 模型 计算 
出 尺 , 余 下 的 问题 是 这 个 尺 是 “公平 ?的 吗 ? 阿 罗 不 可 能 性 定理 对 
这 个 问题 作出 了 明确 的 回答 。 设 XX 二 (al， az，…，an) 是 方案 集 
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合 ,而 久 是 XX 上 所 有 倾向 关系 的 集合 , 令 统 二 ROO… 及, 在 
"上 的 销 数 
三: NR» NR" 


称 为 一 个 阿 罗 社 会 福利 函数 ,应 满足 下 述 三 个 原则 。 

1) 帕 累 托 (Pareto) 原 则 设 f(Ri，…，R,) = 一 尺 , 如 果 对 于 
任意 z，yE 和 ,以 及 每 个 有 <zRiy, 则 有 xRy。 

这 一 原则 说 明 ,如果 局 中 人 都 认为 zx 不 比 y 差 ,那么 社会 福 
利 溺 数 必须 尊重 这 个 一 致 的 意见 。 

2) 无 关 方案 独立 性 原则 设 f(Ri,…, R,) 二 R, f(Ri,…， 
R) 二 R',，S 是 X 的 任 一 子 集 。 若 对 所 有 i, R; 和 民 在 S 上 一 臻 
(Vz，yES 和 Vi，zRiycezRiy), 则 尺 和 尺 ' 在 S 上 一 致 。 

这 一 原则 说 明 ,在 某 些 选 项 的 子 集中 ,选项 的 倾向 顺序 不 会 因 
为 不 在 此 子 集中 选项 的 倾向 顺序 的 改变 而 改变 。 人 举例 来 说 ,委员 会 
正在 考虑 a, b,c 和 4d 四 个 方案 ,并 设 每 个 局 中 人 的 方案 排序 是 R;， 
并 且 这 些 排序 所 对 应 的 社会 福利 函数 给 出 aRbp。 若 现在 某 个 局 中 人 
改变 了 想法 ,但 对 方案 a, 5 的 态度 不 变 ,那么 该 原则 认为 ,即使 在 其 
他 方案 对 的 关系 发 生变 化 时 ,社会 福利 函数 仍然 给 出 aRb。 

3) 无 独裁 原则 ”不 存在 这 样 的 i, 使 得 对 所 有 xz，y€ S, 若 
XRiy ,那么 ZRy。 

该 原则 指出 ,任何 个 体 的 选择 都 不 能 决定 整个 委员 会 的 选择 。 
这 就 防止 了 委员 会 选择 是 被 内 部 的 某 个 人 强加 于 委员 会 的 。 

阿 罗 不 可 能 性 定理 ” 若 至 少 有 两 名 局 中 人 和 三 个 方案 ,那么 
不 存在 阿 罗 社 会 福利 函数 , 即 任何 委员 会 程序 均 会 违反 上 述 三 个 
原则 之 一 。 

上 述 结 果 是 阿 罗 在 题 为 《社会 福利 概念 中 的 一 个 困难 ) 一 文中 
发 表 的 ,他 因而 获得 了 1972 年 度 的 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 我 们 已 经 把 
这 个 结果 称 为 阿 罗 不 可 能 性 定理 ,也 有 一 些 乐观 人 士 称 之 为 阿 罗 
可 能 性 定理 。 个 体 的 选择 通过 民主 的 方式 转化 成 委员 会 的 选择 过 
程 由 于 阿 罗 定 理 的 存在 而 无 法 进行 :不 存在 可 靠 的 、 理 性 的 委员 会 
选择 方法 。 
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群 论 是 研究 对 称 性 不 可 缺少 的 重要 数学 工具 。 自 然 界 有 许多 
非常 对 称 的 事物 ,古人 很 早 就 注意 到 了 雪花 的 特殊 对 称 , 古 希腊 人 
发 现 正 多 面体 只 可 能 有 五 种 (正四 面体 、 正 六 面体 即 立方 体 、 正 八 
面体 、 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 ) 。 法 国 数学 家 伽 罗 瓦 (dEvariste 
Galois，1811 一 1832) 在 1930 年 首次 引入 了 和 群 的 概念 ,可 以 用 数学 
的 语言 精确 地 描写 对 称 。1880 年 左右 ,挪威 数学 家 李 (S. Lie) 把 
群 的 概念 推广 到 连续 的 情况 ,建立 了 李 群 理论 。 从 此 , 群 论 在 物理 
学 中 有 了 广泛 的 应 用 ,从 固体 物理 到 原子 核 物理 ,从 凝聚 态 物 理 到 
高 能 物理 ,无 不 和 群 论 有 着 密切 的 关系 。 群 论 使 我 们 在 更 深 的 层 
次 上 认识 了 物理 世界 。 

一 种 几何 对 称 性 可 以 理解 为 一 种 运动 ,通过 这 种 运动 保持 图 
案 或 物体 的 形状 不 变 。 例 如 , 球 绕 其 中 心 的 任意 旋转 保持 不 变 ,六 
棱柱 绕 中 心 轴 旋 转 60" 后 并 不 改变 原状 。 各 种 物理 理论 也 有 类 似 
的 对 称 性 ,但 是 经 过 变换 保持 不 变 的 并 不 是 图 案 或 者 物体 , 而 是 该 
理论 本 身 的 数学 形式 。 例 如 ,质子 和 中 子 的 强 相 互 作 用 有 相同 的 
数学 形式 , 即 它们 有 同位 旋 对 称 性 。 在 过 去 的 一 个 世纪 中 ,科学 家 
们 公认 ,对称 性 在 我 们 对 自然 界 的 认识 中 起 着 极为 重要 的 作用 。 


$2.1 群 论 的 基本 概念 
1. 群 的 定义 


定义 ”一 个 集合 G, 被 赋予 一 种 操作 或 运算 , 称 之 为 群 的 乘 
法 ,如 果 它 满足 下 列 四 个 条 件 , 则 G 被 称 为 群 (group): 
(1) 封闭 性 ;对 任意 的 gi gi 和 C， 有 gig; = gE€ Ci; 
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(2) 结合 律 : 对 任意 的 gi,， gj， gt € G, 有 (gigj)gt 一 
Bi (BEk); 

(3) G 中 包含 单位 元 eE C, 使 得 对 任意 gE G, 有 2g 二 8 一 gg; 

(4) 对 任意 &g € G, 存在 逆 元 gE G, 使 gg 二 gg 二 6。 

这 四 个 条 件 称 为 群 的 公理 。 

例 1 实数 集合 R 在 通常 的 加 法 下 构成 群 。 其 单位 元 为 0， 
a € R 的 道 元 为 (一 a)。 

例 2 除去 0 的 实数 集合 R/{0}) 在 通常 的 乘法 下 构成 群 。 其 
单位 元 为 1, a E R 的 道 元 为 a”!。 如 集合 {1, 一 1) 在 普通 的 乘 
法 下 构成 群 。 

例 3 所 有 行列 式 不 为 零 的 n Xn 和 矩阵 集合 在 秆 阵 乘法 下 构 
成 群 。 其 单位 元 为 n Xn 的 单位 矩阵 , 道 元 即 为 相应 的 逆 和 矩阵 。 

这 个 群 通 常 被 称 为 一 般 线性 群 GL(n, R) 或 GL(n, C)。 注 意 
这 里 “行列 式 不 为 零 ” 的 条 件 是 必须 的 ,因为 行列 式 为 零 的 矩阵 是 
没有 逆 和 矩阵 的 。 

群 的 乘法 一 般 是 不 可 交换 的 , gig; 关 gg 如 果 对 G 中 任意 
两 个 元 素 g;，g; € G, 有 gig; 二 gjg;， 则 称 群 G 为 阿 贝 尔 (Abel) 
群 ,否则 称 之 为 非 阿 贝尔 群 。 前 面 例 1 和 例 2 都 是 阿 贝 尔 群 ,而 例 
3 一 般 是 非 阿 贝尔 群 。 

群 G 所 包含 的 群 元 数目 ” 称 为 群 G 的 阶 (order)。 如 果 n 有 
限 , 则 G 为 有 限 群 ,否则 称 为 无 限 群 。 对 于 有 限 群 ,任意 两 个 元 素 
的 乘积 可 以 用 -一 张 表 乘法 表 (multiplication table) 来 表示 。 
一 个 群 的 结构 由 它 的 乘法 表 完 全 确定 。 

下 面 考虑 3 阶 群 G: = {e, a, 5) 的 结构 。 显 然 , 罗 夭 ay op 关 
b (否则 将 有 a = e 或 2 = e)。 只 能 有 ab 一 e, 由 此 可 得 4! 一， 
引 二 4。 同 理 , a? 关 a (否则 将 有 a = 二 e), a* 关 e (否则 将 有 a = 
a 二 0), 因此 只 能 a? 二 6b, 而 六 二 的 二 ab 二 ae 一 a。 因此,G; 群 
可 以 写成 


Gs 一 (ap 一 ae 一 as)。 (2. 1) 
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即 C: 群 是 由 一 个 元 素 a 生成 的 ,这 样 的 群 称 为 循环 群 。 循 环 群 一 
定 是 阿 贝 尔 群 。2” 阶 循环 群 可 以 写成 
G, = {a, a:, ***, a" =~ e}。 (2. 2) 
类 似 地 我 们 可 以 讨论 4 阶 群 和 6 阶 群 的 结构 。2 阶 和 3 阶 群 
只 有 一 种 循环 群 结构 ,而 4 阶 群 有 两 种 结构 ,并 且 都 是 阿 贝 尔 群 。 
6 阶 群 也 有 两 种 结构 。 高 阶 群 会 有 更 多 的 不 同 结构 。 对 高 阶 群 结 
构 的 讨论 比较 复杂 ,可 参见 有 关 专 著 , 这 儿 不 再 著述 。 


例 4 考虑 一 等 边 三 角形 ,有 如 下 一 些 操作 保持 其 不 变 ; 
c3 : 绕 通过 中 心 并 垂直 于 三 角形 所 在 平面 的 轴 旋 转 2x/3， 
03: 绕 通过 中 心 并 垂直 于 三 角形 所 在 平面 的 轴 旋转 4x/3， 
1: 恒 等 变换 , 即 不 旋转 或 旋转 2r， 

czz : 绕 连 接 第 一 个 顶点 和 对 边 中 心 的 轴 


旋转 T, 
czy : 绕 连接 第 二 个 顶点 和 对 边 中 心 的 轴 
旋转 Ts 


C2z : 绕 连 接 第 三 个 顶点 和 对 边 中 心 的 轴 
旋转 r。 图 2.1 
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操作 的 全 体 构成 群 。 通 常 把 这 个 群 记 为 Cs,, 它 是 32 个 晶体 
点 群 之 一 。 容 易 作 出 Cs 的 乘法 表 。 


从 乘法 表 可 以 看 到 ,Ca 群 是 一 个 非 阿 贝尔 群 ， 
caczaz 一 C2z 天 CazC3 一 Coyo (2. 3) 


从 乘法 表 还 可 以 看 出 , 表 中 的 每 一 行 、. 每 一 列 都 是 群 元 的 不 同 排 
列 。 也 就 是 说 ,用 某 个 群 元 去 乘 整个 群 ,只 是 将 群 元 重新 排列 。 可 
以 证 明 如 下 的 一 般 定 理 。 

重 排 定理 设 g €G 是 群 G 的 任 一 元 素 , 则 有 gG = G 或 
Gg = G。 这 个 定理 表示 , 当 用 任意 一 个 群 元 去 乘 群 G 时 ,只 是 将 
群 元 改变 了 一 个 次 序 , 群 G 本 身 并 没有 任何 改变 。 

定义 群 G 的 一 个 子 集 互 ,如 果 在 和 G 同样 的 乘法 规则 下 也 
构成 群 , 则 称 互 为 G 的 一 个 子 群 (subgroup)。 

显然 ,只 含 单位 元 的 1 阶 群 和 群 G 本 身 一 定 是 群 G 的 子 群 ， 
称 为 平凡 子 群 。 除 此 之 外 的 子 群 称 为 真子 群 (proper subgroup) 。 
群 G 有 3 个 2 阶 子 群 {e, a), {e，, 5), {e, c}。Cs, 群 有 3 个 2 阶 子 
群 {T，czz)，(T，czy}，{(T，czs} ,1 个 3 阶 子 群 {1, cc)。 


2. 共 轿 类 、 陪 集 


设 有 两 个 群 元 Si i 各 C， 如 果 G 中 存在 元 素 8 € C， 使 
sgi8 一 8， 则 称 & 和 g; 共 斩 (conjugation) 。 共 斩 是 一 种 关系 ， 
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记 为 一 。 共 罗 有 如 下 性 质 : 

(1) 对 称 律 :者 g;~gj;, 则 gj~gi; 

(2) 反 身 律 :8 一 8 

(3) 传递 律 : 若 Bi ~Bi» Bi BE ; 则 Bi Bko 
因此 共 扼 关系 是 一 种 等 价 关系 ,可 以 把 群 G 的 元 素 按 共 因 关系 进 
行 分 类 , 称 为 共 罗 类 (conjugacy class) ,属于 同一 个 共 罗 类 的 元 素 
彼此 都 共 轿 。 因 为 GeG™! 一。, 所 以 单位 元 只 与 自身 共 恩 , 自 成 一 
类 。 如 果 群 G 是 阿 贝 尔 群 , 则 由 


SSiE = g8E8 "= gi (2. 4) 
可 知 , 阿 贝尔 群 的 每 个 元 素 都 自 成 一 类 ,而 每 个 类 只 含 一 个 元 素 。 


可 以 证 明 , 群 G 的 每 个 元 素 都 属于 某 个 类 ,也 只 属于 一 个 类 。 这 
样 , 群 G 可 以 按 类 分 解 : 


G= [ej®[Lg:]®DB… Le), (2. 5) 


其 中 e，gz，…，gi 是 相应 共 思 类 的 代表 元 。 设 日 CG 是 群 G 的 
一 个 子 群 , 取 G 的 一 个 圈定 元 素 a € G (a 人 日 ), 作 和 集合 


aH = (ah |h€ H}, (2. 6) 


称 集合 aH 是 关于 子 群 互 的 一 个 左 陪 集 (left coset) 。 同 理 可 作 
右 陪 集 
Ha= {ha|he H)., (2.7) 


一 般 情况 下 左右 陪 集 是 不 等 的 , a 了 关 Ha。 容易 证 明 , 陪 集 有 如 
下 性 质 : 

(1) 每 个 陪 集中 的 元 素 个 数 和 子 群 五 的 元 素 个 数 相等 。 

(2) 如 果 pE aH, 则 有 a8H = 8H。 因此 , 陪 集 的 代表 元 可 以 
任意 选取 。 

(3) 任意 两 个 左 陪 集 a ， 5 是 ,或 相等 或 没有 共同 元 素 。 

利用 子 群 互 的 陪 集 的 性 质 , 我 们 可 以 把 群 G 按 陪 集 分 解 : 


G= HO@aHO'… Oal, (2. 8) 
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其 中 ee 一 QI，C2， ”Ci 是 陪 集 的 代表 元 。 群 G 中 关于 子 群 五 的 
陪 集 个 数 称 为 互 在 G 中 的 指数 (index) 。 如 果 群 G 的 阶 数 为 n， 
子 群 日 的 阶 数 为 ;, 则 n/s 是 一 个 整数 。 这 个 结论 称 为 拉 格 朗 日 
(Lagrange) 定 理 。 对 于 6 阶 群 ,不 考虑 平凡 子 群 , 则 它 只 能 有 2 阶 
和 3 阶 子 群 。 

如 果 五 是 群 G 的 一 个 子 群 , 则 可 以 证 明 , 对 g € G， 


| gHg '={ghg'| YAE 万 } (2.9) 
也 是 G 的 一 个 子 群 。 子 群 互 和 8gHg-!: 称 为 是 互相 共 斩 子 群 。 共 
斩 子 群 具 有 相同 的 阶 数 。 可 以 证 明 , 共 恩 子 群 或 者 完全 相同 ,或 者 
只 有 单位 元 是 共同 元 素 。 
. 例 5 对 群 CG, 共有 3 类 ， 
[= 1, Le = {cs cc [G3 | = {cd, c}, (2.10) 
因此 可 以 将 C3, 按 类 分 解 为 ; 
Cs = [1 [cj ODL], (2. 11) 


例 6 数 1,2, 3 的 所 有 置换 构成 群 , 称 为 置换 群 , 记 为 5。 
这 些 置换 可 以 写成 


123 123 123 123 
02 (2 站 (az es)， 
123 231 312 132 


和 本 (2.12) 
4= (3 小 7 fa) 

乘法 定义 为 
的- 的 鸭 -的 -。 


了 一 (12>) (32 )= (2 ) (32 )= (» )= 
32 八 321/  \231/\321)  \231/™ 


等 等 。 S; 群 共有 3 类， [ej, [La] = {a, 6}, [Lc] = {c,d, f}。 
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72 个 数 的 所 有 置换 也 构成 群 , 记 为 S, ,这 是 n! 阶 的 群 。 
3. 不 变 子 群 
定义 设 互 是 群 G 的 一 个 子 群 ,如 果 对 任意 的 g € G, 有 
H= gHg!, (2. 14) 
即 互 的 左右 陪 集 相等 Hg = 8 五, 则 称 互 为 G 的 不 变 子 群 (in- 
variant subgroup) 或 正规 子 群 。 
注意 ,Hg 二 gH 并 不 意味 着 g 和 互 中 的 元 素 对 易 , 只 是 表 


示 gh: 一 hjg， h;， h; € H, 如 果 H 是 群 G 的 不 变 子 群 , 则 我 们 将 
G 分 解 为 


G= H@aH@.…OaH. (2. 15) 
定义 集合 
G/H = {H, asH, *…, aH), (2. 16) 
称 为 商 集合 。 如 果 按 下 述 方式 定义 乘法 ， 
(aH)(aH) = (aa))H, (2. 17) 


则 商 集合 G/ 互 构成 一 个 5 = n/s) 阶 的 群 , 称 为 商 群 。 可 以 证 明 ， 
上 述 乘 法 满足 群 的 4 个 公理 , 且 与 代表 元 素 的 选取 无 关 。 
例 7 考虑 群 Cu, 取 子 群 互 = (1 c3, cs}, 易 证 


oH= Hc!= H, cH= Hc = H, 1IH= HI=H, 
crH = He = cyH = Hesy = cH = Hes, = {c2s, C2y, C2)o 
互 是 不 变 子 群 ,因此 按 陪 集 分 解 为 

C= HOcaH, (2. 18) 


集合 Cs,/ = { 旦 , cz 日 } 构成 一 个 2 阶 群 。 
如 果 取 子 群 及 = {T，czz} (可 证 这 个 子 群 不 是 不 变 子 群 ), 则 
有 陪 集 分 解 


Ca 一 HO cH 中 cz 五 。 (2. 19) 
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4. 辣 态 与 同 构 
定义 设 G 和 G 是 两 个 群 ,如 果 存 在 映射 f:G 一 G ，a 一 
了 f(a) (a) ,满足 
Fo) = fF, Va, bEG, fla), f(0) € GG, (2.20) 
则 称 f 是 G 一 G 的 一 个 同 态 (homomorphism) , 记 为 G ~ G'。 
最 简单 的 ,我 们 可 以 把 群 G 的 所 有 元 素 都 映射 为 单位 元 ， 
flg)—e, VSgEG。 (2. 21) 


即 任何 群 都 可 以 同 态 于 1 阶 群 。 

定义 ”如果 上 映射 六 G-~ G 是 同 态 映 射 , 且 是 1-1 到 上 的 映 
射 , 则 称 了 是 G 一 G 的 同 构 映射 ,简称 G 与 G' 同 构 , 记 为 
G ~ G'。 两 个 同 构 的 群 具 有 完全 相同 的 乘法 表 , 因而 在 代数 上 


是 完全 一 致 的 。 
例 8 考虑 群 C;, 和 群 G = {1, 一 1) 的 一 个 同 态 : 
{I， c3， ci}—1, {czz， C2y9 czz) 一 一 1， (2. 22) 


因此 ,Ca 一 (1， 一 1)。 
例 9 考虑 2X2 的 6 阶 窍 阵 群 G， 


M. = ( 9 M = A 人 
V3/2 一 172 


M, 


-| Wm " )， 2 23) 


一 V37/2 一 17/2 0 一 工 
M = 四 了 M. = [2 “| 
一 V3/2 1/2 V3/2 1/2 


可 以 建立 C3 与 G 之 间 的 一 个 同 构 上 映射/:Cs,->G, 只 要 令 
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f(D=M, fle) = Ma, flci) = Ms, fer) 一 AM 
(2. 24) 
flc2y = Ms;,， fc2z) = Me。 
可 以 证 明 Cso 群 和 置换 群 S3 也 是 同 构 的 。 
5. 群 的 直 积 
从 两 个 较 小 的 群 Cl 和 Cz 出 发 ,可 以 构造 一 个 较 大 的 群 一 一 
直 积 群 : 
G=G XG 一 {(g1, g2) | 8Sl1 捷 Ci ， g2 EE Ca ) 。 (2. 25) 
乘法 定义 为 
gg = (gi, ge)(g1, 81) = (gig’, gigs) € G。(2.26) 


如 此 定义 的 乘法 满足 群 的 公理 ,因此 G = Ci X G; 构成 群 , 称 群 G 
是 G1 和 Gs 的 直 积 群 。 显 然 , 群 C 的 阶 数 n 是 G! 和 Gz 的 阶 数 之 
积 , n 二 mns。 直 积 的 定义 可 以 推广 到 多 个 群 : 


G=G XG XXG., (2.27) 
容易 证 明 , 直 积 群 G = G, XG, 具有 子 群 (ei} XG, 和 Gi X {es)。 


$2.2 群 的 表示 
1. 表示 的 定义 


定义 ”如 果 存 在 群 G 到 一 个 线性 矢量 空间 V 上 的 算 子 群 
个 (G) 的 一 个 同 态 , 则 称 人 CG) 构 成 群 G 的 一 个 表示 (representa- 
tion) 。 即 


g EG—>F(g), (2. 28) 
其 中 fg) 是 作用 在 矢量 空间 V 上 的 线性 算 子 , 满 足 
人 Cg) fg) = Tgigs). (2. 29) 


矢量 空间 V 的 维 数 称 为 表示 的 维 数 。 如 果 这 个 同 态 也 是 同 构 ( 即 
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人 是 1-1 到 上 的 映射 ), 则 称 该 表示 是 忠实 表示 。 
如 果 在 YY 上 选择 一 组 基 { @1 9 ”9 62z), 则 TC(g) 可 以 用 dad XxX da 
的 矩阵 来 表示 : 
人 1 一 fCg;) 6i 一 2 eé;Di (gi) 一 €Di(gi), Vs: E C， 
(2. 30) 
其 中 DCg;) 是 d Xa 的 矩阵 。 容 易 证 明 
Fe Pgs) 0; 一 下 Ce) eiDi gs) = eiDy (gi) Ds; (g2) 


= ei[D(g)D(g)]s = P(gigs) 8， 


= EDyp(g182), (2. 31) 
即 
Dlgi Dl(g:) = D(gigz), (2. 32) 
其 中 用 到 了 和 矩阵 的 乘法 。 另 外 还 应 该 有 
D(g™)= D(g)'!, Dle)=1, (2. 33) 


因此 ,和 抑 阵 群 {DC(g) | Y g € G} 构成 了 群 G 的 一 个 矩阵 表示 。 算 
阵 的 维 数 就 称 为 表示 的 维 数 。 我 们 通常 说 的 表示 一 般 都 是 指 矩阵 
表示 。 如 果 表 示 拖 阵 是 么 正 的 , 即 


Dt (g) = Di(g), (2. 34) 
则 称 其 为 么 正 表示 (unitary representation) 。 任 何 表示 都 有 等 价 
的 么 正 表示 。 
例 10 T(g) ==1, Vg €G, 即将 所 有 的 群 元 映射 为 1, 这 显 
然 满足 同 态 关系 : 
T(g)T(g)=1.1=1=T(gig;),。 (2. 35) 
因此 , gE€G>1 是 群 G 的 一 个 一 维 表示 , 称 为 平凡 表示 或 恒 等 表 
示 , 用 Tr" 表示。 任何 有 限 群 都 有 一 个 一 维 恒 等 表示 。 
例 8 给 出 了 群 Ca 的 另 一 个 一 维 表示 : 
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{I, cl, co} 1, {ca, Cay, Cas} 一 一 1。 (2. 36) 
例 9 给 出 了 群 C3, 的 二 维 表示 : 
1 9)， 1 2 A 
V3/2 —1/2 


， 时 | ( 0 ) 
—> » C2r 一 > ?9 
Vy3/2 —1/2) ”0 一 1 


机 时 | 2 | 
a 2 V3/2 1/2) 
因为 这 是 一 个 同 构 映射 ,所 以 这 是 一 个 忠实 表示 。 从 这 些 例子 可 
以 看 出 ,一 个 群 G 可 以 有 许多 维 数 相同 或 者 维 数 不 同 的 表示 。 
定义 设 {DCg) | Vg €G) 是 群 G 的 一 个 n 维 表示 ,现在 任 
取 一 个 非 奇异 的 维和 矩阵 S, 作 集合 


{SD(g)S!'| Vg € G}= SD(G)S', (2. 38) 

因为 D(G) 是 G 的 一 个 同 态 , 易 证 SD(C)S-: 也 是 G 的 一 个 同 态 : 
SD(gig2)S'! = SD(gi)D(gs)S! 

= SD(g1)S5. S'D(g2)S 1。 (2. 39) 


因此 ,SD(G)S ! 也 是 群 G 的 一 个 表示 。 我 们 称 其 为 DC(G) 的 等 价 
表示 (equivalent representation) 。 选 取 不 同 的 非 奇 虹 和 矩阵 S, 我 
们 可 以 得 到 许多 等 价 表示 。 可 以 证 明 ,表示 答 阵 的 相似 变换 ,相当 
于 对 表示 的 基 作 线性 变换 ,也 就 是 说 ,相当 于 选取 不 同 的 坐标 系 。 
因此 对 于 物理 问题 ,等 价 表示 所 代表 的 物理 是 相同 的 。 等 价 表示 
在 本 质 上 是 同一 个 表示 ,我 们 只 需要 研究 彼此 不 等 价 的 那些 表示 。 

定义 ”如 果 一 个 表示 (Dl(g) | Yg E G) 经 过 相似 变换 后 可 
以 化 成 方块 对 角形 式 


(2. 37) 


Di0Cg) 0 


D(g) = 
8 发 D;(g) 


|， VSgEC， (2. 40) 
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则 称 这 个 表示 是 可 约 表 示 , 如果 不 能 通过 相似 变换 把 所 有 表示 和 扼 
阵 同 时 化 成 方块 对 角形 式 , 则 称 这 个 表示 是 不 可 约 表 示 (irreduci- 
ble representation) 。 我 们 感 兴趣 的 是 不 可 约 表示 。 将 可 约 表示 
化 成 方块 对 角形 式 的 过 程 称 为 约 化 。 

定义 设 {D(g) | Vg € G}) 是 群 G 的 a 维 表示 , 则 


d 
X(8) = trLD(g)] = 2)D;(g) (2. 41) 
i=1 


称 为 群 元 g 在 该 表示 中 的 特征 标 (character)。 因 为 对 任何 表示 ， 
单位 元 都 对 应 单位 矩阵 ，D(e) 一 了, 所 以 , x(e) = d。 即 单位 元 的 
特征 标 就 是 表示 的 维 数 。 由 


trC(ABAT!) = tr(BATA) = tr(B) (2. 42) 
可 知 ,等 价 表示 的 特征 标 相同 。 
x (g) 一 tr[LD' (sg)] = trLSD(g)S!] 


d 
= tr[D(g)] = 2)D;(g) = x(g)。 (2. 43) 
i=l 


对 于 群 G 的 一 个 给 定 表示 ,同一 个 类 的 元 素 具 有 相同 的 特征 
标 。 由 类 的 定义 , g = hgh"1, h, g € G, 可 得 


D(g’) = D(hgh™!) = D(h)D(g) DG!) 


= D(h)D(g)D (hh), (2. 44) 
因此 有 
x(g) = tr Dg )] = tLD(h) Dg) Dh)] 
一 tr[D(g)] = x(g), (2. 45) 
2. 一 些 基 本 定理 


定理 工 舒 尔 (Schur) 引 理 ) 与 某 一 不 可 约 表 示 的 所 有 矩阵 
对 易 的 矩阵 M 一 定 是 一 个 单位 矩阵 与 常数 的 乘积 , 即 当 
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MD(g) = D(g)M, Vg€G, (2, 46) 


则 有 
M = 241。 (2, 47) 


证 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 D(G) 是 么 正 表示 ,否则 总 可 以 


通过 相似 变换 将 其 么 正 化 。 对 方程 (2. 46) 取 厄 米 共 罗 , 有 
MiD' (g)= Dt (gM+ > M+D'(g) = D''(g)MT+ 


— M+*D(g") = D(g Mr*., (2. 48) 
因为 群 元 要 取 遍 整个 群 C, 所 以 上 式 也 就 是 
MiD(g) = Deg)MT，VSEE G。 (2. 49) 


所 以 ,如 果 M 与 所 有 表示 和 矩阵 对 易 , 则 M+ 也 和 所 有 表示 和 矩阵 对 
易 。 这 意味 着 M 十 M+ 也 和 所 有 表示 和 矩阵 对 易 。 因 此 不 失 一 般 
性 ,可 以 假定 M 是 厄 米 矩阵 。 根 据 厄 米 矩阵 的 性 质 ,可 以 通过 和 
正 变换 将 其 对 角 化 : 
M 一 UMU! 一 (Ai6;; ) 。 (2. 50) 
可 以 假定 其 中 相同 的 ); 都 已 经 排列 在 一 起 (否则 总 可 以 通过 相似 
变换 做 到 这 一 点 )。 记 DD (g) = UD(g)Un71, 则 方程 (2. 46) 变 为 
MD'(g)=D'(gYM, VYg€G, (2. 51) 
上 式 是 和 矩阵 等 式 , 取 (ij) 和 矩阵 元 ,得 
MD5 (8g) = Do (gM > XD’ (g) = D’ (pg) 


— Di;(g)Qi—NN) 一 0， (2. 52) 
车 1 天)， 则 有 DY(g) = 0。 如 果 对 i 二 1，2,…, pp 时 有 41 一 
Az 二 一 Ap， 其 余兴 心 ， 则 
Ds; (g) 二 0， i 一 1， 2， “°° p; 了 一 访 十 1， 力 十 2， *** Nn 
(2. 53) 
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Ds (g) 一 0， i 二 p 十 1， p+2， "73 J 一 1，2，…， pe。 


(2. 54) 
这 意味 着 D'(g) 实 际 上 是 方块 对 角 化 的 ; 
/ pxp 0 
D 一 9 2. 55) 
‘8) ( 0 Ga px cp) 


因此 D'(g) 是 可 约 表 示 。 与 题 设 矛 盾 。D(g) 与 D'(g) 是 等 价 表 
示 , 若 Dlg) 是 不 可 约 表示 , 则 D'(g) 也 是 不 可 约 表示 。 只 能 有 


Al 一 2 一 … 一 Ar， (2., 56) 


即 
M= Al, (2. 57) 


反之 ,如 果 D(g) 是 可 约 表示 , 则 一 定 能 找到 一 个 非常 数 和 矩阵 M 关 
A 与 所 有 表示 和 矩阵 对 易 。 

作为 舒 尔 引 理 的 推广 ,我 们 有 如 下 定理 : 

定理 2 设 {DV(g)} 和 {D3 (g)} 是 群 G 的 两 个 不 可 约 表示 ， 
维 数 分 别 是 di 和 qd; , 若 存 在 一 个 d; X di 的 矩阵 M, 使 

MDV(g)= DY(gM, VYg€ESG, (2. 58) 
则 当 & 半 dz 时 ,IM 为 零 矩 阵 ; 当 di = d; 时 ,M 或 为 零 矩 阵 ,或 有 
det M 关 0, 这 时 {DP (g)} 和 {D3(g)} 是 等 价 表示 。 

证 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 {DP (g)} 和 {D2? (Cg)} 是 么 正 表 
示 , 其 次 假定 di 委 4;，, 方程 (2. 58) 两 边 取 厄 米 共 示 , 注 意 到 表示 
的 么 正 性 ,有 

DO+Cg)AMT+ 一 M+D'?+ (g) 
-> DV (gM+=— M+D® (g-1) (2. 59) 
— DV (gM+= M+D?(g), 
左 乘 M; 


44 第 2 章 群 论 与 对 称 性 


MDY (gM*= MM+ De (Cg)， (2. 60) 
方程 (2. 58) 右 乘 Mr- : 

MDV CsD)MT+ 一 DCg)MMT+ ， (2. 61) 
比较 两 式 , 得 

D2 (gMM* = MM+ De (g), (2. 62) 


因为 {DW (g)} 是 不 可 约 表示 ,由 舒 尔 引 理 , MM+ 一 MT, 如 果 di = 
qz， 此 时 M 为 di Xa 的 方 阵 ,车 4 = 0, 则 由 MM+== 0 得 ; 


(CMM ).. 一 0 一 DMiM# = 了 >， | AM 上 一 0 
大 k 


—M=0—M=0, (2. 63) 
因此 M 是 零 矩 阵 。 若 天 0, 则 
det(T) = det(MM*) =| det M|? 一 和 #0。 (2.64) 


因此 
De2 (8) = MD (gM™, (2. 65) 


二 者 等 价 。 当 di <<qd;, 这 时 M 不 是 方 阵 , 但 可 以 添加 一 些 零 元 素 
使 其 成 为 方 阵 N 


77711 “Wid 0…0 
N= | .….. 0.…0| (2. 66) 
Ma, 1 Mid, aq) 0…0 
显然 
MM+ = NN+， (2. 67) 


detWUNN ) =| det N |?* = det(MM+) 一 人 一 0 
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一 人 一 0 一 M 一 0。 (2. 68) 


定理 3( 广 义 正 交 定 理 ) 设 (1D2 (8)} 和 {D9 (8)} 是 群 G 的 
两 个 不 等 价 的 不 可 约 么 正 表 示 , 则 有 如 下 正 交 关系 成 立 ; 


DS DY’ (gD® (pg) 一 了 So6w6w， (2. 69) 
gEG dy 
其 中 ?为 群 G 的 阶 数 ,ao 为 表示 {D*(g)} 的 维 数 。 
证 ” 作 一 矩阵 
M= >7Do(g)SDOw (Ce )， (2. 70) 


gEG 


其 中 S 为 d, X qs 的 任意 矩阵 。 由 群 的 性 质 可 得 
De (gM = D® (g) SD® (g’ )SD® Cg) 
gEG 
-一 DD® Cg) De (g’ )SD (Cg 全 ) 
gEG 
= DD® (gg’)SDD (gg’) DD gpg) 
gE€EG 


= MD (g), (2.71) 


因为 当 p 关 g 时 {DW (g)} 和 {D3 (g)) 是 两 个 不 等 价 的 不 可 约 入 
意 的 ,可 以 取 Sw = 1, 其 余 和 矩阵 元 都 为 零 。 则 


M, =0= DD® (g) SaD (gp 


SEC 


一 >)Do(g) DOw(Ceg Tv 


gEG 


一 ZJDO (g)D®? (g), = 0, (2. 72) 


gEG 


当 p 二 g 时 ,两 个 不 可 约 表示 实际 上 是 同一 个 表示 ,因此 有 M = 
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MT。 即 


RM 一 >Dm(g) SeDn (gg 


gEG 


= PD? (gDD (gy 


EEC 


-一 SDY (gD® (g),, 


gEG 
= Bj ， (2. 73) 
这 里 S 的 取 法 同上 , 取 jy 一 x 并 对 其 求 和 ,得 


p> Do (g)w DH (g), = 2>76 一 AMd， 


2EG 7 - 
一 >， D DP pg) ,DD (g),, 
gEG HA 
一 2) Sip (pg 1) DD (g), = Sp (ey 
BEG pt gEG 
= 0% = n6% >4 = Fe (2. 74) 
SECG p 


代入 方程 (2. 73) ,有 


DW’ (g),D®? (g) ww = TO pa Ow , (2. 75) 
a; 


BEG 
这 个 等 式 类 似 于 矢量 的 正 交 关系 。 如 果 令 
Pp = /Do (gw (2. 76) 
则 上 式 可 以 写成 
rp Hr » r‘® Kv) 一 OpgqO jp’ Ow o (2. 77) 


我 们 知道 ,n 维 空间 里 ,线性 独立 的 互相 正 交 的 矢量 最 多 不 超过 
n 个 。 取 不 同 的 p, y, v 值 ,一 共有 di 十 di 十 … 十 di 个 表示 ,也 
就 是 说 ,n 阶 群 的 不 可 约 表示 的 维 数 平方 和 不 会 超过 n。 实 际 上 
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有 如 下 定理 : 
定理 4 有 限 群 G 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表 示 的 维 数 平方 和 等 
于 群 G 的 阶 数 ”, 即 


d+di 二 … 十 d: =n。 (2. 78) 


前 面 的 例子 中 , 群 C;, 有 两 个 一 维 表示 ,一 个 二 维 表示 ， 其 平方 
和 为 
用 十 性 十 才 一 了 十 1 十 22 一 6， (2. 79) 
因此 ,Cs 只 有 这 三 个 表示 。 对 于 群 G4 ,我 们 有 表示 
{es a, b， c}— {1， 1, 1, 1}, 
{e, a, b,c}— {1, 1,—1,—1}, 
(2. 80) 
{e， Us b， C)} 一 (1， 一 1， 1]， 一 1)}， 
{e， C， b， Cc}— {1， 一 1]， 一 1， 1)， 
我 们 有 
十 由 十 二 qd 二 1 十 1 十 1 十 1 一 4。 (2.81) 


在 广义 正 交 定理 中 令 一 v, A 一 由, 并 对 其 求 和 ; 


2 21D (iD? (gy 一 dom Dmdwm 
pp 


gEG pp 
一 了 6m D0 一 np 一 MY Cg)X (g) 
p pr gEG 
> Dw (gx® (g) 一 po 
gEG 


t 
wD MX (Lg:)x® (Lgi]) = 6 (2. 82) 


这 是 特征 标的 正 交 关 系 。 由 于 同类 的 元 素 具有 相同 的 特征 标 ,上 
式 已 经 改 为 按 类 求 和 。 类 似 地 引入 
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ren = ex" (Lg)). (2. 83) 
这 是 ! 维 的 矢量 。 上 式 可 以 写成 
六 (总 。 r‘? 一 Go。 (2. 84) 


这 样 的 矢量 共有 7 个 ,因此 有 限 群 G 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 的 
数目 不 大 于 群 G 的 共 生 类 的 数目 。 实 际 上 有 如 下 定理 ; 

定理 5 有 限 群 G 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 的 数目 等 于 群 G 
的 共 示 类 的 数目 。 

由 此 可 以 唯一 确定 不 可 约 表示 的 数目 和 维 数 。 如 点 群 D; ,是 
八 阶 群 ,有 五 个 共 扩 类, 所以， 


di+d;+di+di+di=8 (2. 85) 


的 解 是 
十 十 坟 十 1 十 2? 一 8， (2. 86) 
即 四 个 一 维 表示 ,一 个 二 维 表 示 。 对 于 阿 贝 尔 群 ,由 于 每 个 群 元 自 
成 一 类 , 共 思 类 的 数目 等 于 群 的 阶 数 ,所 以 共有 个 不 可 约 表 示 ， 
每 个 表示 都 是 一 维 的 。 
如 果 一 个 可 约 表示 D(G) 可 以 按 不 可 约 表 示 分 解 为 


D(g) = >)arDo (Cg)， (2. 87) 


取 迹 ,得 
Xx(8) 一 >)aXo(g)。 (2. 88) 


利用 特征 标的 正 交 关系 ,我 们 得 


oa = x Cg)X(Cg)。 (2. 89) 
即 一 个 表示 D(G) 中 所 含 不 可 约 表示 {D” (Cg)) 的 重 数 可 由 特征 
标 计算 得 到 。 还 可 以 进一步 得 到 
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2 | xe) |= 2 Dax™ (8) Zax™ 8) 
gEG SEC 了 s 
一 Daras DO Cg)X2 (g) 
r,s gEG 
一 nD aad, 一 7 02 之 mo。 (2. 90) 


如 果 D(G) 是 不 可 约 表示 , 则 有 
_ /1,，( 对 某 个 p)， 


Ch 一 0， 其 余 。 《2. 91) 
因此 对 不 可 约 表示 的 特征 标 ,一 定 有 
> | x(a) | =n, (2. 92) 


EEC 
上 式 在 判断 一 个 表示 是 否 是 不 可 约 表 示 时 很 有 用 。 另 外 还 可 以 证 
明 , 两 个 表示 的 特征 标 相同 是 它们 互 为 等 价 的 充 要 条 件 , 即 


特征 标 相 同 铺 两 表示 等 价 。 


3. 正则 表示 


一 个 阶 群 G 有 n 个 群 元 ,如 果 把 这 些 群 元 看 成 是 ” 维 线性 
矢量 空间 的 基 , (gi, i = 1, 2,…, 7?}， 则 这 组 基 可 以 负载 群 G 的 
一 个 表示 。 这 个 表示 称 为 正则 表示 。 由 于 重 排 定理 ,我 们 可 以 把 
群 元 g 看 成 是 作用 在 这 一 矢量 空间 上 的 算 子 ,其 作用 为 


Bg8i = gi, (8i} > {gj}。 (2. 93) 
形式 上 可 以 将 其 改写 为 
88; 一 Dp a8 Vg€G, (2. 94) 
其 中 表示 和 矩阵 Do (g) 定 义 为 
De (g);; = a8: (2. 95) . 


0, 当 BEi 尖 8i。 
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容易 证 明 , DO (g) 构 成 群 G 的 表示 , 即 有 

DO (gig;) = DO (gi)DD (Cg )。 (2. 96) 
由 定义 可 以 看 出 ,正则 表示 是 n 维 表示 ,表示 矩阵 D'?(g) 的 每 一 
行 每 一 列 只 有 一 个 元 素 为 1 ,其 余 都 为 0。 可 以 从 群 6 的 乘法 表 
得 出 正则 表示 的 矩阵 。 由 定义 可 得 g = gjg7', 即 当 gjg;" 的 乘 
积 为 g 时 ,表示 和 矩阵 Do (Cg) 的 第 7 行 、 第 ; 列 元 素 为 1, 其余 皆 为 
0。 因 此 ,只 要 作出 g 一 8 的 乘法 表 , 凡 是 表 中 出 现 g 的 地 方 , 则 
De (8g) 的 相应 位 置 就 是 1, 其余 就 是 0。 这 样 即 可 得 到 表示 和 矩阵 
D29 (g)。 类 似 地 可 以 写 出 所 有 群 元 的 表示 矩阵。 显然 ,单位 元 的 
表示 甜 阵 是 ” 维 单位 矩阵 。 其 余 群 元 的 表示 抢 阵 的 对 角 元 皆 为 
0。 因 此 其 特征 标 为 


x Cg) trDco (g) nn, go 二 8， 


0， 8 关 e。 


如 对 于 Gs 群 ,有 正则 表示 

0 1 0 0 0 .0 1 0 
1 0 0 0 0 0 0 1 

Do (a) = , D? (5) 一 ， 
000 1 1 00 0 
0 0 1 0 0 1 0 0 

(2. 98) 

0 0 0 1 
0 0 1 0 

DY? Ce) 一 ， Do (Ce) 一 了 
0 1 0 0 
1 0 0 0 
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容易 看 出 正则 表示 是 可 约 表示 。 将 其 按 不 可 约 表示 进行 分 解 


Xe Cg) 一 Parx ‘pg), (2. 99) 
其 中 所 含 第 p 个 不 可 约 表 示 的 重 数 为 
ao 一 土 #2 (gx Cg) 一 Tx" (ex (e) 
= nd —d,, (2. 100) 


其 中 a 是 群 G 第 p 个 不 可 约 表 示 的 维 数 。 上 式 表 明 , 正 则 表示 
中 包含 的 第 p 个 不 可 约 表示 的 重 数 正 好 是 该 表示 的 维 数 。 对 于 
G+ 群 ,我 们 可 以 取 变 换 和 矩阵 
1 1 1 1 
1 一 1 1 一 1 
S 一 了 1 _ 1 1 1 (2. 101) 
1 1 一 1 一 1 
将 其 约 化 为 四 个 一 维 不 可 约 表示 。 因 为 对 任意 的 p, a? = d, 关 0， 
故 正则 表示 中 包含 了 群 G 的 所 有 不 可 约 表 示 。 将 a = du 代 回 
方程 (2. 99) ,得 


Xe (Cg) 一 2 Wg) 一 Sd 8), (2. 102) 
取 g 一。, 得 
Xx (e)=n= 2 x (e) = 2d? =n,。 (2.103) 
5 
这 就 是 前 面 的 定理 4。 若 g 夭 。, 则 
Xeo(8) 一 0 一 2 dx (8) = XP)? (g) 一 0， 
7 


(2. 104) 
这 个 式 子 可 以 推广 为 更 加 一 般 的 公式 
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5x TEXT =0, 2.105) 


这 里 Lg;j 表 示 以 g; 为 代表 元 的 共 轿 类 ,k; 为 该 共 纯 类 所 包含 的 群 
元 数 。 这 给 出 了 特征 标 满足 的 另 一 种 正 交 关 系 , 可 以 用 来 决定 不 
可 约 表示 的 特征 标 。 为 证 明 这 个 公式 ,引入 类 矩阵 


Me 一 2) DP(g), (2. 106) 


EE[LSi] 
由 于 


DP (gM Dg) = >) Do (gD (gD (g) 


g ELgi;] 


= 2 Dr (gg’g')= 2 D8’) 


g ELg;] g ELg;] 
= M?,， (2. 107) 
根据 舒 尔 引 理 可 知 ,类 矩阵 一 定 是 单位 和 矩阵 乘 以 常数 , 即 
RM = XA?1, (2. 108) 
进一步 ,由 
DPMPMPDP! = DPMPDP DD MDD 
= MPM® (2. 109) 
可 知 , 类 和 矩 阵 的 乘积 是 类 和 矩阵 的 线性 组 合 : 
MM = ZC Me (2. 110) 
或 ， 
Ai2A 一 DC (2. 111) 


对 M2 = 2 取 迹 ,得 
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trM‘?” = ky? (gi) 一 dA = x (AP 


(2. 112) 


代入 上 式 后 得 


(Cp) (p) xX? 
XP gD) XP Cg;) (gn) 
x (e) xX” le ) Ck i x Ce) ) 


A A = kk 


_» pid (gO x? (gj;) 


= DC (gx (0), (2.113) 
2 1 
对 p 求 和 ,并 利用 2 xX” (SiD)X (e) 一 n61; 得 


SX" (8 )XY Cg;) 一 一 py Me kk, >” gx™ (0) 


= kn = pa Ek (2. 114) 
2 1 


其 中 C 表示 MW 与 MI? 之 积 中 包含 MI” 的 数目 。 显 然 , 当 
[gjj 二 [Lg7 Jj 时 , 求 和 中 将 包含 & 个 Mi* , 即 


Cp) (p) 一 1 一 了 2 - 
2 CgDX (gj;) 一 有 7 
> DxP gx (8) 一 Dx gx (gi) = F605 
p p 
| (2. 115) 
着 将 {rP) 一 {和 x” (8) | 看 成 是 " 维 的 矢量 (共有 /个 ), 则 有 


ri*r; = 6;, (2. 116) 
此 共 斩 类 的 数目 不 会 大 于 不 可 约 表示 的 数目 ,，! 和 ~。 由 此 证 明 
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了 定理 5。 
4、 特 征 标 表 


通过 定理 4 和 定理 5, 我 们 可 以 确定 群 G 有 和 多少 不可 约 表示 
以 及 不 可 约 表 示 的 维 数 。 要 构造 出 这 些 不 可 约 表示 有 一 定 的 难 
度 , 但 我 们 可 以 构造 出 相应 表示 的 特征 标 表 。 如 对 群 Gi, 共 
三 类 , 故 有 三 个 不 可 约 表示 ,分 别 是 一 一 、 二 维 表 示 。 容 易 作 出 
第 一 个 表 , 其 中 未 知 的 特征 标 用 x，y, zx, w 表示 。 利 用 特征 标的 
正 交 关 系 


Dx (gx (8) = bp (2. 117) 
gEG 


和 
ZX (Lg Dx” (Lg)) = 55, (2. 118) 
p i 
可 以 得 到 方程 
1 十 3T 十 2y 二 0, 2 十 3z 十 2w 二 0， 
(2. 119) 
1 十 zx 十 2z 二 0, 1 十 y 十 2w 二 0， 
由 此 可 以 解 出 
X=—1l,y=1,z=0, w=—1, (2. 120) 


类 似 地 可 以 作出 S 群 的 特征 标 表 。 


2.3 连续 群 和 李 群 55 


其 中 已 经 将 置换 写成 了 循环 置换 的 记号 。 定 义 为 


1234 1234 

(12) 一 (小 (12)(34) 一 (aa 中 (2. 121) 
1234 1234 

(123) = (aa 人 aa) 


$ 2.3 连续 群 和 李 群 


前 面 讨论 了 有 限 群 及 其 表示 ,在 这 一 节 将 讨论 另 一 类 有 广泛 
应 用 的 群 , 即 连续 群 或 李 群 。 限 于 课时 ,我 们 将 不 对 李 群 理论 作 过 
多 的 讨论 。 对 有 限 群 , 群 元 是 分 立 的 。 而 对 于 连续 群 , 群 元 通常 是 
用 一 个 或 一 组 连续 参数 来 表征 的 。 李 群 不 仅仅 是 一 个 群 , 李 群 还 
是 一 个 拓扑 空间 ,并且 是 一 个 可 微 流 形 。 我 们 通常 用 线性 变换 来 
定义 李 群 ,也 就 是 说 ,可 以 用 非 奇异 的 抢 阵 来 定义 。 在 前 面 例 3 
中 ,已 经 定义 了 由 所 有 行列 式 不 为 零 的 n Xn 和 矩阵 集合 构成 的 群 ， 
即 一 般 线性 群 GL(n, R) 或 GL(n, C)。 我 们 感 兴 趣 的 是 一 般 线 
性 群 的 子 群 。 


1. SO(3) 群 


考虑 所 有 行列 式 不 为 零 的 3 Xx 3 实 正 交 和 矩阵 组 成 的 集合 , 显 
然 ,这 个 集合 在 矩阵 乘法 下 构成 群 , 称 为 O(3) 群 。 由 正 交 条 件 
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ATA 一 可 得 
det(ATA) = (detA) 一 1 一 detA 一 十 1。 (2.122) 


因此 O(3) 群 按 其 行列 式 的 值 分 为 不 连通 的 两 支 ,其 中 det A 一 十 1 
的 部 分 包含 了 单位 元 ,因而 是 O(3) 群 的 子 群 , 记 为 SO(3)。3 X 3 
实 和 矩阵 共有 九 个 参数 , 正 交 条 件 AIA = 了 工 给 出 


(ATA); 一 D ara 一 Das 一 1， 
j=1 


j=1 


, (2. 123) 
(ATA)s = Danias =0 (A) 
k=1 


上 式 给 出 3 十 3 = 6 个 约束 条 件 , 因 此 0(3) 群 有 三 个 独立 参数 ， 
SOC3) 群 的 独立 参数 也 是 三 个 ,行列 式 等 于 1 的 条 件 并 没有 减少 
独立 参数 。 第 一 个 条 件 表明 a; 志 1, 即 群 参数 是 在 一 个 有 限 范围 
内 取 值 ,这 种 性 质 称 为 紧 臻 性。 如果 把 矩阵 A 看 成 是 三 维 空间 的 
线性 变换 和 矩阵, 即 

XxX’ 一 4X ， 区 一 > or (2. 124) 
则 有 

ZX 十 X22 十 Xx 二 XTX’ 二 XTATAX 
一 XIX 一 巡 十 好 十 2 。 (2. 125) 

因此 ,SO(3) 群 是 使 三 维 空间 矢量 长 度 不 变 的 变换 群 。 通 常 我们 
称 SOC(3) 群 为 三 维 空间 的 转动 群 。 这 很 容易 推广 到 维 空间 的 情 
况 , 保 持 n 维和 撩 量 长 度 不 变 的 线性 变换 群 为 SOCn) 群 。 容 易 证 明 ， 
SOGn) 群 的 独立 参数 共有 n(n 一 1)/2 个。 


也 可 以 要 求 在 变换 时 保持 其 他 的 量 不 变 , 比 如 ,在 洛 伦 兹 变换 
下 ,要 求 四 维 间 隔 不 变 ; 


XE 十 X22 十 XY 一 XY 二 如 十 如 十 xX 一 Xs。 (2.126) 
这 个 变换 群 称 为 SOD(3，1) 群 或 洛 伦 兹 群 。 一 般 地 ,保持 
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好 十 好 十 十 z 2 “xp (2. 127) 
不 变 的 变换 群 称 为 SO(p, 9g) 群 。 
2. SU(2) 群 


现在 来 考虑 一 般 线 性 群 的 另 一 个 子 群 ,特殊 么 正 群 SU (Cn) 
群 。 先 考虑 n 二 2 的 情况 。 所 有 满足 么 正 条 件 的 2 X 2 复 矩 阵 构 
成 群 , 即 U(2) 群 。 么 正 条 件 A* A = 工 将 给 出 


(Ar+ AD7i 一 Daias 一 2 | Ci |? 二 ]， 
类 和 (2. 128) 
(4+ A); = 之 1 oa 一 0 (i 关门， 
以 及 
det(4 A)=| detA|:=1->detA=e, (2.129) 
行列 式 等 于 1 的 么 正 群 称 为 特殊 么 正 群 , 即 SU(2) 群 。 这 意味 着 
在 上 式 取 6 二 0.2 X 2 的 复 矩 阵 共 有 八 个 实 参 数 , 约 束 条 件 共 有 
2 十 2 十 1 一 5 个 , 故 独立 参数 有 三 个 。 同 样 ,我 们 有 | as | 委 1。 
SU(2) 群 是 紧 致 群 。 如 果 将 其 看 成 是 复 二 维 空间 的 线性 变换 ， 
则 有 


2 
X’ = AX, zx! = ar, (2. 130) 
j=1 
| xz 2 十 | zi|:= XX = XA AX 
= X+X=|zxi|:d| zx |:, (2.131) 


即 SU(2) 群 是 保持 复 二 维 矢量 模 长 不 变 的 变换 群 。 类 似 地 ,我 们 
可 以 有 保持 复 ” 维 矢量 模 长 不 变 的 么 模 么 正 群 SU(n)。 容 易 证 
明 ,SU(Cz) 群 的 独立 参数 共有 壮 一 1 个 。 

我 们 将 SU(2) 群 的 矩阵 元 写成 ， 
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B 
4= ( ) detA =1aP+16P= 1 (2. 132) 
一 六 QQ” 


a = Zo 十 ri1, b= Zz +t ir3, (2. 133) 


detA=lal: 二 +|5| 上 ?== 花 十 zf 十 如 十 x 二 1。 
(2. 134) 


这 是 四 维 空间 中 的 三 维 球面 S; 。 也 就 是 说 ,SU(2) 群 的 参数 空间 
是 一 个 三 维 球面 。U(1) 群 的 群 元 可 以 写成 ( 么 正 性 , 4 4 = 也 


A=e", 0<a2n, C2. 135) 
这 是 一 个 单位 圆周 S'。 
3. 无 穷 小 生成 元 和 无 穷 小 算 符 
设 一 个 ~ 参数 的 李 群 G, 其 群 元 可 以 表示 为 


Ala, az ar EC， (2. 136) 
其 中 参数 值 为 0 时 对 应 单位 元 。 即 
4A(C0， 0， “**, 0) 一 工 。 (2. 137) 
可 以 将 群 元 在 单位 元 处 做 泰勒 展开 : 
Alais gs os @) = ACO, 0, “10+ Da 3 | 
二 二 J 十 DaXit+"…， (2.138) 
i=1 


其 中 


(2. 139) 
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称 为 无 穷 小 生成 元 。 我 们 来 考虑 乘积 4 '(B)A (7)A(B)A(7Y) 的 
无 穷 小 展开 ， 
A (DA (DAGO)AGC7) = 
[I—BX;+t TyX;t+ T+BX; 十 …J[LIT 二 + YX; 十 …] 


T+BYX:X; —BYAXX; 十 … 一 I+ By;LX:;, X; | 十 …。 
(2. 140) 


根据 群 的 封闭 性 ,这 个 乘积 应 该 等 于 某 个 群 元 ACa) , 即 
AT(BATNABAOY) = I+BYLX:, X;] + 
= A(a) = T+aX;+* (2.141) 
由 此 可 以 得 对 易 关 系 
LX;, X;] = CSX,, (2. 142) 
参数 则 满足 关系 
os = CBiy; (2. 143) 
常数 C5 称 为 李 群 的 结构 常数 。 结 构 常 数 CG 具有 下 列 性 质 : 
(1) 下 标 反 对 称 性 ， 
Cj=— Ch, (LXi, Xj =—[X;, Kil); (2.144) 
(2) 满足 雅 可 比 (Jacobi) 恒 等 式 ， 


CiC% 十 CAC2 +OC = 0。 (2. 145) 
这 个 可 以 从 恒等式 
LLX;, X;]， Xi 十 [LELX，， Xi]， Xi 十 [LXe， Xi ， X;] 一 0 
(2. 146) 


得 到 。 上 述 两 个 关系 式 是 李 代数 理论 的 基础 。 由 无 穷 小 生成 元 可 
以 得 到 群 元 的 一 般 形式 ,考虑 SO(2) 群 作为 例子 ,这 是 单 参数 李 
群 ,其 群 元 可 以 写成 
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cos0 —sing 
一 2. 147 
4 (mg cosO ) ( ) 
容易 证 明 
A(0)A(G) 一人 AGO + 0) (2. 148) 
这 实际 上 是 绕 z 轴 旋 转 9 角 的 转动 矩阵 。 无 穷 小 生成 元 为 
4 呈 一 Sinb 一 cos0O _/0 一 1 
Xs = 90 loo | ( cosb 本 其 加 4 0 ) 
(2. 149) 
在 单位 元 附近 ( 即 转角 很 小 时 ) , 群 元 可 以 写成 
1 0 一 
4C60) = I 十 60Xo 十 … 一 (。 +ag 人 0 ot 
(2. 150) 


当 转 角 有 限时 , 令 69 一 9/N, N 充分 大 , 则 
4(0) = A(N .0/N) = A(QQ/N+O/N+…+O0/N) 
= A(O/N)A(O/N)…ACO/N) = [I+ (0/N) Xe) 


= [T 十 (KWN)]N -> exp[OXs] = > 二 [Xo 


n=0 


(2. 151) 
由 
0 一 1 1 0 
2 一 一 3 一 一 一 
Xo (, 0 ) ( | ) 了 ， Xo IX, Xs， 
(2. 152) 
可 得 


A(0) = 和 2 Ca BOX) ”+ >) Com TK 


m=0 


=- 忆 与 CO”T 二 也 已 C2 0 X 
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0 一 Sinb0 
= Icosbg 上 十 Xosinbg 一 (全 0 ): (2.153) 
sin0 coso 
Alal » Q2， ”9 ar) 一 exp| SJ)aX, |。 (2. 154) 
i=1 


行列 式 等 于 1 将 给 出 
det A 一 det {exp[ Da:X; | ) 一 exp| tr >)asX, | 
i=1 i=1 
= exp| DaitrX; |= 1—> trX; 一 0， (2. 155) 
i=1 


即 么 模 群 的 无 穷 小 生成 元 一 定 是 无 迹 的 。 

下 面 考虑 SO(3) 群 。 这 是 三 维 空间 的 转动 群 , 有 三 个 独立 参 
数 。 采 取 如 下 的 参数 化 方式 : 先 绕 z 轴 旋 转 ai 角 , 然 后 绕 y 轴 旋 
转 az 角 , 最 后 再 绕 = 轴 旋 转 ws 角 。 因 此 群 元 可 写成 
Ala, az, a3) = A.(as)A,(a2)Ar(a1) = 


Cosgzcosags 一 cosuwsnas 十 snoasinazoosas sina sinas cosalsina Cosas 


cosazsinas cosacosas sinasinasings CO— sina cosas cosa sinasinags | ， 
— sinaz sina COS a COS al COS a2 
(2. 156) 
其 中 一 x 声名 一 zt 六 多才 一 xn/2 攻 @s 过 x/2。 单位 元 
I 一 A(0， 0， 0)。 (2. 157) 
按 定义 可 得 
0 
_ 94 _ 
Xi i Qai m0 和 1 ’ 
0 0 
0 0 1 
XX, 一 34 一 0 0 0|， 
das ai—=0 
一 1 0 0 
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0 一 1 0 
X=2| =|l:1 oo ol. (2. 158) 
das 中 二 0 
0 0 0 


直接 计算 可 得 无 穷 小 生成 元 之 间 的 对 易 关 系 
LX', XX, ] 二 X;， LX,, Xs] 一 Xi， LX;, Xi] 一 X,， 
(2. 159) 
或 
[LX;， Xi 一 Egk KX ko (2. 160) 
其 中 ej 是 三 阶 全 反对 称 张 量 , ex = 1。 我 们 可 以 将 群 元 写成 
Ala, as, a3) = expLa Xi 十 ooeXs 十 asXsj]。 (2.161) 
对 SU(2) 群 ,也 是 三 个 独立 参数 。 群 元 可 写成 


a 


Ala, b= (_. 


b 
.)» la ltlbl =1, (2.162) 
a 


引 人 参 数 Cl Q29，Q3 ,使 


a 一 (cos 号 cos 9 学 十 isin 人 sin 多 2 % )emn ， 
(2. 163) 


已 一 一 cos 纪 sin 全 学 十 isin 入 cos 电 


2 2 2° 
A= A(la,， CQ2， a3) 一 


后 ias /2 上 三. 名 Ql 
(ms 号 mms 他 +isin 人 sn 区) 3 cs 他 sin 多 +isin oos 学 


9 


Cl C2 :+: Ql ，Q2 ~—iga /2 
cos 全 sn 学 十 isin 久 cos 学 (ms 人 eisnasins )e Ya 
2 2 2 ~ 2 2 2 | 


(2. 164) 
其 中 一 2x 志 a@ 和 2r, 一 2x 委 o 委 2r 0 声 as 委 r。 单 位 元 
I 一 A(0， 0， 0) 。 (2, 165). 


上 2.3 连续 群 和 李 群 63 


容易 计算 
“ -| ,3( =z 
xX, = 二 (9 = (2. 166) 
x 一 去 人 1)= 


其 中 a; 是 三 个 泡 利和 矩阵 。 直 接 计 算 即 得 对 易 关 系 
LX; » Xi 一 Ei Lo;, oj 一 2ie sOk oe (2. 167) 
可 以 看 到 ,SU(2) 群 的 无 穷 小 生成 元 满足 和 SO(3) 群 相同 的 对 易 


关系 。 我 们 说 ,它们 对 应 的 李 代 数 是 同 构 的 。 
现在 我 们 来 考虑 李 群 对 矢量 的 变换 。 以 SO(2) 群 为 例 , 一 个 


二 维 空间 (在 x-y 平面 ) 内 的 矢量 
Xl 
X= 人 (2. 168) 
在 SO(2) 群 的 作用 变换 下 变 为 
XX = AWX, (2. 169) 
考虑 无 穷 小 变换 ， 


A=It+e, 由 A'A=1,AT=A!—el=—e, (2.170) 
可 得 6 为 反对 称 矩 阵 。 即 


:= (5 ). (2. 171) 
60 0 
车 记 X = AX = (I 十 OX 二 X 十 dX, 则 
le 
(2. 172) 
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定义 无 穷 小 算 符 
人 ,= U(xz) =—— zs 3 + 3 一 i7.。(2.173) 
这 正 是 二 维 空间 的 角 动 量 算 符 (只 相差 因子 D) 。 函 数 的 无 穷 小 变 
换 可 以 写成 
F(x dx) = FOx) + dF(x) = F(x) + dxi9;F Cx) 
= F(x) + oF (U(r)60 一 [1 十 6890 和]FCz) 


= [1+i807.JFCx). (2. 174) 
有 限 变 换 就 可 以 写成 
F(x) —> F(x’) = eS F(x). (2. 175) 


对 于 多 参数 李 群 ,上 述 结果 可 以 推广 为 


dX = eX,， dzi 一 Ui, : (xX)6a;， 父 ， = Ui, i:(x) 去 . 


(2. 176) 
可 以 证 明 ,无 穷 小 算 符 满足 和 和 无穷小 生成 元 相同 的 对 易 关 系 ， 
[,;, KF,] = Cs 人 。 (2. 177) 
对 SO(3) 群 ,将 无 穷 小 变换 矩阵 写成 
0 一 Q3 Qz2 
Alay oa)=Ite=It+la 0 一 al， 
a a 0 
(2. 178) 


由 X 一 X 二 AX == (1 十 e)X = XX 十 dX 得 


—Q3y 二 azz Ui, ral U;, ras 十 Us as 
dX 一 ex 一 QT Ql 一 Ui,yai 十 Us, y az 十 Us, ya o 
—axtay Ui, al 十 LUa as 十 La -as 


(2. 179) 
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§ 2.3 
”由 此 可 得 无 穷 小 算 符 
X1=U,gr IF <3 ， 2 = Uz,i 7 
~ 3 a 9 
Xs =U az 7 37’ 
对 易 关 系 为 
[ 倪 ,， 分 ;] 二 一 ey 多 
定义 
7 =—iX,, 
则 7; 满足 对 易 关 系 
[7;, 7,] = is 了。 
7; 就 是 通常 的 角 动 量 算 符 。 
对 SU(2) 群 ,考虑 复 二 维 空间 的 变换 ， 
wu uu 
(© )=a() 


(2. 183) 


(2. 184) 


对 无 穷 小 变换 可 令 A = I 十 e, 因为 SU(2) 群 是 么 正 群 ， 


A A=I=(I+et)(I+e) = +(e 
所 以 有 ef 二 一 e。 可 以 令 


-| igs | 
e+m 一 ia 站 
容易 求 得 相应 的 无 穷 小 算 符 

有 1 一 (vt+u)=iS.， 


十 ef)， (2. 185) 


(2. 186) 
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他 一方 (w 训 v2)=iS.。 (2. 187) 
对 易 关系 为 
[$,, $F,] =— ey Fi, [S,, $)] 一 ie S,。 (2.188) 
满足 和 SO(3) 群 同样 的 对 易 关系 。S , 为 自 旋 角 动量 算 符 。 
4. SU(2) 群 的 不 可 约 表示 
SU(2) 群 的 基本 表示 是 2 X 2 的 么 正 么 模 和 矩阵 群 ,可 以 写成 


a 


Ala; b) = ( 
一 人 


b 
) ,lal tiol =1, (2.189) 
a 


这 显然 是 不 可 约 表示 。 和 定义 函数 f(w,， wz), 对 任意 g € SU(2)， 
有 算 子 Te 与 之 对 应 ,并 有 


Te fi, uw) = flgu) = fu, ww), 
， ui a b Ul 
“一 人 人 
考虑 Te(G = SU(2)) 对 函数 族 {f,(w)} 的 作用 ,如 果 
Te fn Cui, Uz) 一 fn gu) 一 fuluis us) 


(2. 190) 


= 2 Dg rnfr la, u), Vg € SUC2) 
(2. 191) 
则 可 以 证 明 { fC2)}) 负 载 了 7 SU(2) 群 的 一 个 表示 。 作 
D0, Wu) = [CUFT uy, 192) 
m 二 一 1， 一 7 十 1， "eg i—1, Ll， 


其 中 ! 土 m 为 整数 ,l 可 以 是 半 整 数 .整数 或 零 。 当 /1 固定 时 ,共有 
2 十 1 个 函数 (Jo (w)}。 将 其 代入 方程 (2. 191) ,可 以 得 到 


§ 2.3 连续 和 群 和 李 群 “67 


FDC w) 一 Je 人 HW) = UF ua” 


=[CQ+FmiO—m au tbu) "bu ta ww) 


一 _ -yz (+m1 (一 ?72)1 
一 学 [+ DU Fm mm 


ap pb ma Purge (2. 193) 
在 上 述 求 和 中 代 换 2/ 一 一 y= /十 m ,jp 十 v= 二 1 一 m', 则 有 
Te fx (wu, Wz) 一 2 [Utm ) 1 —m) 1 


msoy 


VITO 十 me I Um)! 


“Cima mim ml! 


。 alt™m-x(a* )" pe (一 六 et mt rd 
= DIDO gD)amf® CG, us), (2. 194) 


其 中 
DO (g™) wm = DO (a, bmim 


A CFIid+m Um—m)! 
= 2 


QFm—plp Cm 一 AT 十 —m)! 
arr (a (一 (2. 195) 


这 里 定义 的 矩阵 D?(g”!) 是 SU(2) 群 的 一 个 表示 ,这 是 一 个 2 十 1 
维 的 表示 。 不 同 的 :给 出 不 同 的 表示 ,! 可 以 取 0，1/2，1， 
3/2,，… 等 。 可 以 证 明 这 个 表示 是 么 正 表 示 , 并 且 是 不 可 约 表示 。 
因此 SU(2) 群 有 无 穷 多 个 不 可 约 表示 。 可 以 证 明 , 集 合 (DO (a, 5b)} 
包含 了 SU(2) 群 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表示 , 即 {D? (a, 5), /= 二 
0，1/2，1，3/2，…} 是 完全 的 。 

下 面 我 们 考虑 SU(2) 群 与 SO(3) 群 之 间 的 关系 。 由 泡 利 拢 
阵 c 定义 : 
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X 一 cx 一 aizi (人 “). (2. 196) 
由 
Ala, b) = (7 je SUC2) (2. 197) 
定义 变换 
XXX-A (2 
= (sy ”>)- PX. (2. 198) 


可 以 证 明 Ts 是 SU(2) 群 的 同 态 : 
X’ = TX = AXAT, 
入 一 TAX =ITymX=AXA =AAXAA”T! 
= (A‘A)X(AA)! 一 TaaX。 (2. 199) 
对 和 取 行 列 式 , 得 
det X' = det(AXA™) = det A 
过 zx? 十 十 zz 二 x 十 y? 十 z?， (2.200) 
即 上 述 变 换 保 持 zx? 十 十 zx 不 变 ,将 其 重新 写成 三 维 矢量 变换 形 
式 , 有 


用 


Zz zx 
y |= D(a, 5) |y|, 
z 之 


于 他 二 oa 一 天 一 0) Fae tb) —(ab +a*b*) 


DoD | saatp be) Ftastht6e) ab-arb") | 


ab* +a’b tab 一 4” 人 aa” —Wb"* 
(2. 201) 
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可 以 证 明 ， 
DT(a, 6) = D(a, 6), det D(a, 6) =1, (2.202) 


即 DCa, 5) € SOC3)。, 由 此 ,找到 了 SU(2) 群 和 SOC3) 群 之 间 的 一 
个 对 应 。 因 此 ,SU(2) 群 和 SOC3) 群 同 态 。 如 果 取 


则 得 
cosy —siny 0 
D(leY:,0)= |siny cosy 0|。 (2. 204) 
0 0 1 
这 是 绕 = 轴 转 y 角 的 转动 变换 矩阵。 若 取 
a = cos(B/2), b = sin(B/2), (2. 205) 
则 得 
cosB 0 sinp 
Dlcos(B/2), — sin(B/2)) = 0 1 0 |, (2.206) 
一 Sinp 0 cospB 


这 是 y 轴 转 8 角 的 转动 变换 矩阵 。 一 般 地 , 取 
a = esW/2cos(B/2), 6 =— esin(B/2), (2.207) 
则 有 


eA2cos(B/2) 一 ee /sin(B/2) 


A= | , 
| EienW/2sin(B/2) erietD2cos(B/2) 


| € SU(C2)， 
(2. 208) 
cosacos pcos7y 一 snasiny —cosacosBsiny— sinacosy cosasinf 
Da, B, 力 = |sinacosBoosy+oosasiny —sinacospsiny+cosacosy sinasinp | ， 
一 snpoosy7 sinfsiny cosp 
(2. 209) 
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这 正 是 以 欧 拉 角 a, 8, 7 表示 的 三 维 转动 矩阵 ,可 以 看 成 是 三 个 逐 
次 旋转 的 乘积 。 当 取 a 一 8 二 7 二 0 时 ， 


1 
A=( "= (2. 210) 
0 1 


为 单位 矩阵 。 当 a = 2x, 8 一 7 一 0， 


A =—1,。 (2. 211) 
但 不 论 a = 二 p= 二 y= 0 或 者 a 二 2x, B= 二 7 一 0, 都 有 
D(C0, 0, 0) = DC2x, 0, 0) 一 了。 (2. 212) 
因此 ,有 对 应 
(ls, — J) 一天， (2. 213) 


这 是 2-1 对 应 。 对 任意 A € SU(2), 存在 对 应 
(IA, — 1A) — D(a, B, 7) € SO(C3)。 (2. 214) 
对 SU(2) 群 的 任意 不 可 约 表示 DO (a, 6b) = DD? (a, B, 7), 当 1 = 


整数 时 , 有 
D?(—1A) = D? (A), (2. 215) 


故 同时 也 是 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 。 可 以 证 明 ,D2 (a, B, 7Y) 作 
为 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 是 完全 的 。 而 当 /! = 半 整 数 时 ,由 于 
Do (一 到 ) = 一 Do (4)， (2. 216) 
故 不 是 SOC3) 群 的 不 可 约 表示 。 
5. 李 代数 


定义 ” 设 工 是 在 数 域 及 或 C 上 的 一 个 有 限 维 线性 向 量 空 间 ， 
存在 一 个 线性 映射 :L XL 一 L, 当 >， yEL 时 ,有 [x, yj EL 
其 中 运算 [Lx, yj] 满足 下 列 条 件 

(1) 封闭 性 
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(Xi, Xj 一 Cexky xiy X;, Xe EL, Cs € R(C), (2.217) 
(2) 线性 
[ax; + bx;, yj = alxi, yj 二 blLx;, yj, a, 6 € RCOO), 
(2. 218) 
(3) 反对 称 性 
[xi， 2 一 一 [Lx;, x; |， (2. 219) 
(4) 雅 可 比 恒 等 式 
[x;, [x,;, x + Lx;, [xx 十 [Le Lx;, 2 一 0 
一 CC 十 CCT CUCY 一 0。 (2. 220) 
则 称 工 是 一 个 李 代数 ,向 量 空间 的 维 数 即 为 李 代数 的 维 数 , 记 为 
dim 工 。 每 个 李 群 都 有 对 应 的 李 代 数 。 李 代数 同样 有 子 代 数 .不 
变 子 代数 (又 称 理想 ) 、 同 态 和 同 构 等 概念 ,在 此 我 们 不 再 讨论 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 参见 相关 著作 。 我 们 只 简单 介绍 一 下 李 代 
数 的 表示 。 


对 于 李 代 数 工 , 如果 有 一 组 n Xn 的 和 矩阵 TT(L) 与 之 对 应 , 当 
x，yE 工 时 ,有 


Tl(ax tby) = aT(x)+oT(y), a, bE R(C), (2.221) 
TOLx, 由) = [TCx), TC(y)], Vx, y EL, (2.222) 
则 称 和 矩阵 集合 {T(x)) 为 李 代 数 工 的 n 维 表示 。 实 际 上 {T(x)} 是 
与 工 辣 构 的 矩阵 李 代 数 。 群 表示 理论 中 的 许多 概念 ,定理 等 都 可 
用 于 李 代 数 的 表示 。 
6. 开 西 米尔 (Casimir) 算 符 
定义 
8 = CaCh, (2. 223) 
称 为 由 结构 常数 定义 的 度 规 张 量 ,由 此 可 以 定义 开 西 米尔 算 符 
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C 一 反 信 多 ， (2. 224) 
五 是 gy 的 道 。 可 以 证 明 , 开 西 米尔 算 符 人 与 所 有 念 , 对 易 ， 
[人 , 全] = 0。 (2. 225) 


对 于 SO(C3) 群 ,我 们 有 


Bi 一 SIKE 失 二 一 205 ， Ed 一 一 0 ’» (2. 226) 


一 亏 ( 务 十 各 十 ?3) = 了 (2. 227) 
即 为 总 角 动 量 平方 。 因 此 ,总 角 动 量 平方 与 任意 一 个 角 动 量 分 量 
对 易 , 它 们 具有 共同 的 本 征 态 。 球 谐 聘 数 Y,, (09, 办 即 可 作为 相应 


的 本 征 函数 。 我 们 有 


P27, m) = DD | m), 71, m) = m | 1, m), 
(2. 228) 


利用 转动 群 的 不 可 约 表 示 ,我 们 还 可 以 讨论 两 个 角 动 量 的 耦合 以 
及 CG(Clebsch-Gordan) 系 数 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 著 作 。 


$ 2.4 规范 不 变性 
1。 自然 界 的 基本 相互 作用 


自然 界 存在 四 种 基本 相互 作用 ,电磁 作用 、 弱 作用 、 强 作用 和 
引力 相互 作用 。 人 们 早 就 知道 电磁 相互 作用 理论 是 一 种 规范 理 
论 。 从 20 世纪 50 年 代 起 ,人 们 就 猜测 弱 作 用 和 强 作 用 也 可 以 用 
规范 场 描 述 。 但 在 杂乱 无 章 的 强 子 物理 没有 纳入 到 更 基本 的 夸克 
框架 前 ,这 样 的 规范 理论 是 发 展 不 起 来 的 。 四 种 相互 作用 在 很 大 
程度 上 取决 于 传递 相互 作用 的 量子 的 特性 ,被 交换 粒子 的 质量 决 
定 于 力 的 作用 范围 ,只 有 交换 无 质量 粒子 的 力 才 是 长 程 的 。 对 于 
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所 有 的 粒子 而 言 ,引力 是 一 种 吸引 力 , 它 随 着 相互 作用 的 距离 较 缓 
慢 地 下 降 。 强 相互 作用 和 和 弱 相 互 作用 局 限于 核子 内 部 ,在 核 外 它 
们 以 指数 迅速 下 降 。 由 于 正 负 电荷 相互 吸引 , 正 负 电荷 相互 抵消 ， 
在 较 大 尺度 上 电磁 力 将 被 屏蔽 ,所 以 宏观 物体 表现 为 电 中 性 的 , 虽 
然 在 微观 尺度 上 3 引力 极为 微弱 ,但 决定 宇宙 间 宏 观 结构 的 是 引力 。 

爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 将 引力 和 几何 紧密 地 联系 起 来 了 , 引 
力 是 建立 在 仿 射 联络 这 样 一 个 几何 对 象 的 基础 上 ,后 者 由 矢量 的 
平行 移动 来 定义 。 所 以 决定 了 局 部 时 空 坐 标 系 的 相对 定向 。 早 
在 1918 年 ,外 尔 (H. WeylD) 就 考虑 了 几何 概念 是 否 能 推广 到 自 
然 界 的 其 他 种 类 的 力 。 外 尔 提 出 了 一 种 广义 联络 ,后 者 路 径 依 
赖 在 不 同时 空 点 上 矢量 长 度 的 比较 值 。 这 个 想法 被 称 作 标 度 或 
规范 不 变性 。 然 而 , 由 于 它 看 上 去 与 现实 世界 中 的 真实 质量 标 
度 不 符 , 从 而 一 度 被 舍弃 。 规 范 对 称 性 局 部 特性 的 中 心思 想 在 
外 尔 本 人 的 大 力 推动 下 开始 复兴 ,并 由 杨振宁 和 米尔 斯 (R. L. 
Mills) 的 工作 发 扬 光 大 。 

诸如 狭义 相对 论 的 洛 伦 兹 不 变性 那样 的 许多 熟知 的 对 称 性 是 
整体 的 ,它们 对 于 所 有 的 时 空 点 都 有 相同 的 变换 。 与 此 相反 ,在 变 
换 群 G 下 的 不 变 理论 ,其 变换 依赖 于 时 空 点 的 话 ,通常 就 应 当 在 
理论 中 引 人 新 的 场 。 例 如 , 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 的 等 效 原理 允许 
引入 一 个 局 部 惯性 系 , 即 有 一 个 局 部 的 洛 伦 兹 不 变性 。 我 们 可 以 
将 广义 相对 论 看 成 是 一 个 具有 齐 次 洛 伦 兹 群 作为 规范 群 的 规范 理 
论 。 一 般 而 言 ,任何 整体 不 变 理 论 能 够 被 推广 到 局 部 不 变 理 论 , 在 
此 同时 必须 引入 一 类 新 的 场 参 与 动力 学 之 中 ,这 些 新 的 场 称 为 规 
范 场 。 广 义 相对 论 的 规范 场 是 标 架 场 。 规 范 场 与 物质 场 的 耦合 几 
乎 完全 决定 于 局 部 不 变性 的 要 求 。 


2. U(1) 规 范 理论 


如 果 物 质 场 y《 电 子 和 正 电子 ) 满 足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


9Ly _ , 3lu 
oy “ Op 


(2. 229) 
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其 中 Lu 是 % 场 的 洛 伦 兹 不 变 函 数 ,并 且 附 加 一 个 整体 相位 不 变性 
PX) > e yz), 〈2. 230) 
在 以 电荷 e 为 单位 时 ,g 是 个 整数 。 所 有 的 相位 因子 。“ 组 成 了 最 
简单 的 李 群 U(1) , 李 群 的 元 是 可 微 的 
dU _d - 


dU _ i ep/2] 工 
下 de ie e U(at 2 )， (2. 231) 


dU/da 也 是 U(1) 的 群 元 。 利 用 诺 特 定理 ,U(1) 对 称 性 导致 了 守 
恒 律 9.J* = 0, 其 中 


“io 

= e ap ye (2. 232) 
如 果 e 依赖 于 时 空 点 ,整体 变换 就 推广 到 局 部 规范 变换 

fr) > eH pr). (2. 233) 


局 部 规范 变换 一 般 将 不 保留 拉 格 朗 日 密度 Lu《(y，9,) 的 不 变性 。 
为 了 得 到 局 部 规范 不 变 理论 ,一 种 自 然 的 方式 是 引入 一 个 附加 的 
矢量 场 A, ,并 定义 协 变 导数 D,xy 


Dy = (39, — ieqA)y. (2. 234) 

于 是 ,有 
(a9, —ieqA)e “y=e (9,—ieqA,)y, (2.235) 

即 
A‘= A, 一 过 ae(z)。 (2. 236) 

矢 势 A,, 即 光子 场 作为 U(1) 规 范 理论 的 规范 场 出 现在 动力 
学 系统 中 了 。 在 局 部 规范 群 UC1) 中 ,新 的 拉 格 朗 日 函数 Lu(y， 
D,y) 是 不 变 的 。 这 个 拉 格 朗 日 函数 通过 Dy 项 自动 描述 了 A 


和 y 场 之 间 的 看 合 。 为 了 完备 起 见 , 规 范 场 的 拉 格 朗 日 密度 Ls 
也 必须 加 入 ， 
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Lr =—IF,F”, (2.237) 


其 中 
F, 一 9.A， 一 9.4， 9 〈2. 238) 


所 以 体系 总 的 拉 格 朗 日 密度 为 L 二 Le 十 Lm。 值得 注意 的 是 ,规范 
场 的 质量 项 mA,A“ 不 是 规范 不 变 的 ,所 以 经 典 规范 场 应 当 是 无 
质量 的 。 


3. 非 阿 贝尔 规范 理论 


设 规范 群 为 非 阿 贝尔 李 群 GC 例如 SU(2)、SU(2) XU()， 
SU(3) 等 ) 。 不 同 的 物质 场 ( 轻 子 .夸克 等 ) 依 照 群 G 的 各 种 不 可 
约 表示 进行 变换 。 一 般 而 言 , $y 三 (gn)， yn 是 G 的 不 可 约 表 示 
的 分 量 。 拉 格 朗 日 隐 数 Lu(y, 3 办 在 群 G 下 是 整体 不 变 的 , 即 对 
于 C 的 所 有 和 群 元 有 


Lw(U(Cg)g， 9AUCDD) 一 LuG 3 内。 (2.239) 


依照 诺 特定 理 , 将 导致 守恒 律 。 

李 群 G 的 李 代数 可 用 下 述 方式 定义 。 李 代数 y 是 G 的 单位 
元 e 上 的 切 空 间 。 在 参数 化 g(s) € G, g(0) 一 e 中 ,y 的 元 X 是 
群 元 的 导数 


二 全 gCG9) is (2. 240) 
局 部 规范 理论 是 在 下 述 变换 下 不 变 , 该 变换 依赖 于 时 空 点 ~ 
g(Cz) = UC(g(r)) Pr), (2. 241) 


设 TE py 是 G 的 李 代 数 y 的 基 , 引 入 矢量 场 


Aslz) = DA DT, = A T,, (2. 242) 


A.(z) 被 称 为 具有 李 代 数值 的 矢量 场 。 用 协 变 导数 
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Dy=9p+tU. (Ay (2. 243) 


来 替代 3,y, 其 中 U, (A,) 标 记 对 应 UCg) 的 李 代 数 表示 。 与 前 面 
讨论 相仿 ,要 求 在 规范 变换 下 D,y 精确 地 满足 


DlU(g(x) YY = UC(g(z) DY, (2. 244) 
其 中 DD 3, 十 U, (A)。 由 (2. 244) 式 ,可 导出 A, (x) 的 变换 定律 
otU Cg pr) +tU. (ALUCe)WCz)] 
=U(g)[L9.g Cx) +U, (A) yz) (2. 245) 
(2. 245) 式 对 任意 的 y(z) 成 立 , 所 以 必须 有 
aU(g) 十 U. (A UCg) = UC(eU, (A,), (2.246) 
方程 两 边 右 乘 U :Cg) ,有 


U. (AD = UU, (ADJUCs) 一 [aUCg)UrICg)， 
(2. 247) 


对 于 恒 等 表示 , g 一 g,(2. 247) 式 约 化 为 
A,(z) = g(x)A, (rz)g (zx) — [9g (zx) (zr), 


(2. 248) 
”对 于 无 穷 小 变换 ， 
g(s, x) = g(0, x) +s gCs, zx) | = etsT(x), 
(2. 249) 
可 以 得 到 
8A (DT, = A DA =[TD, MD aT), TE G, 
(2. 250) 
利用 


T(z) 一 ee(Z)T(z)。 (2. 251) 
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我 们 可 以 将 (2. 250) 式 写成 分 量 形式 
064， (xz)T, = LesT,, A, (Cz)T.1— 9,e’T, 


= [T,, TeJesA‘(z)—9e°T,。 (2.252) 


李 代 数 的 生成 元 满足 对 易 关系 
[T,, Tj] = fs.T,, (2. 253) 
其 中 结构 常数 fz. 由 生成 元 唯一 确定 。 所 以 
6A, 7X) = fae’AL(x) — Ae"。 (2. 254) 


其 中 jy 是 时 空 指标 ,a, 5, c 是 李 代数 分 量 指标 。 整 体 不 变 的 拉 
格 朗 日 函数 Lu(y, 3 急 理 涵 着 在 局 部 变换 下 新 的 拉 格 朗 日 函数 
Luty，Dy) 是 不 变 的 。 可 以 证 明 , 洛 伦 兹 不 变 和 规范 不 变 的 拉 
格 朗 日 量 为 


Ls 一 一 村 Po Fe 。 (2. 255) 


(2. 255) 式 与 电磁 拉 格 朗 日 量 之 间 的 差别 在 于 “。 ”表示 李 代数 y 
的 不 变 内 积 ,并 且 五, 的 定义 为 
F,, = 9,A,—9A,+[A,, A,]。 (2. 256) 
(2. 256) 式 的 分 量 形式 为 
Fo, = 9,At (zr)—9Ar(r) + fA Cr)A, Cr). (2.257) 
总 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L= Lu(y, Dg)+Le, (2. 258) 


当 G 是非 阿 贝 尔 群 时 ,在 Lvw 二 0 的 情形 仍然 有 非 平 庸 的 结果 ,LF 
中 将 含有 (4.) 和 (4.) 的 自 耦 合 项 。 


4. SU(2) 杨 -米尔 斯 理论 
SU(2) 变 换 下 的 整体 不 变性 要 求 物质 场 的 拉 格 朗 日 函数 
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Lu 一 pyr —o pay up’) My 9 (2. 259) 


其 中 y 入 可 以 分 别 用 来 描写 中 子 和 质子 ,它们 自身 是 狄 拉克 
旋 量 ,y 是 狄 拉 克 和 矩阵 。 在 SU(2) 变 换 下 ,y 的 变换 为 


J 多 一 exp| (一 立 )ere] fp， 
(2. 260) 


> ep[ (于 jars] ， 


其 中 ex 是 三 个 常 参 数 ,和 矩阵 (一 2)m 是 SU(2) 的 无 穷 小 生成 元 ， 
在 2X 2 表示 中 ,mr 是 泡 利 矩阵 


a=( "); -=( 下 ， = = ( 一 )， (2. 261) 


1 0 i 0 0 
无 穷 小 变换 规则 为 
6y” 一 一 去 Cm) 9 
(2. 262) 
ya 一 De pe (Ta), 
所 以 变换 的 生成 元 表示 为 
(TD7 = 一 地 (mi。 (2. 263) 
生成 元 的 变换 关系 为 
LT, 也] = 一 了 [nm ti] 一 Epim Tmo (2. 264) 


其 中 Epklm 为 完全 反对 称 张 量 ， e123 一 1。 
在 局 部 SU(2) 规 范 不 变 的 要 求 下 ,应 当 用 D,yr 来 替代 ay ， 


Dr = op +(m Ay (2. 265) 
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其 中 矢量 常 三 重 态 4 是 规范 场 。 规 范 场 的 拉 格 朗 日 函数 为 


Lr =—F, * FP”, (2. 266) 
其 中 
Fi, = 9,A, ~— 9,A, — ewArA,. (2. 267) 
A 的 变换 规则 为 
OA Cz) = eA x)e zr) 十 aesCz)， (2.268) 
总 的 拉 格 朗 日 函数 为 


革 王 LF 十 : fasD’y —Myy 
= Let 让 (Gyo By) — Mog — Seder ToAy. 
(2. 269) 
$2.5 对 称 性 自发 破 缺 
1. 戈 德 斯 通 (Goldstone) 玻 色 子 
可 重 整 化 的 有 质量 的 自 耦 合 中 性 标量 场 的 拉 格 朗 日 函数 为 
工 一 二 aiga 吕 一 去 12 多 一 工 1g4。 (2. 270) 


拉 格 朗 日 函数 (2. 270) 具 有 Zs 对 称 性 。 在 $ 一 一 $ 变换 下 不 变 。 
势 函数 

VD) 一 去 2 奖 十 二 (2. 271) 

在 放 之 0 的 情形 ,V( 办 仅 有 一 个 极 小 值 , 即 加 = 0。 这 对 应 稳定 的 、 

非 退 化 的 .唯一 的 基态 # = 0。 在 yr 二 0 的 情形 ,V(#) 的 极 小 值 是 
退化 的 

2 1/2 
$ 一 土 加 ,加 二 (一生) 。 (2. 272) 
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2.2 在 尼 >0 或 到 天 0 情 况 下 标量 场 的 势 本 数 。 
这 两 种 情形 有 着 完全 不 同 的 形状 。 


可 以 选择 其 中 一 个 值 作为 基态 , 而 不 能 同时 选择 两 者 作为 基态 。 
必须 强调 ,不 同 的 真空 基态 对 应 于 不 同 的 物理 世界 解释 ,选择 某 一 
基态 就 破坏 了 2Z: 对 称 性 。 

如 果 选 择 加 作为 基态 ,下 面 考虑 各 附近 解 的 性 质 。 作 平移 
$ 二 $ 一 加 ，$ 作为 物理 相关 的 新 变量 , $ 一 0 是 新 的 稳定 的 极 小 
值 。 在 新 变量 $ 下 , 拉 格 朗 日 量 (2. 270) 改 写成 


工 一 去 9 $or$ +p 92 一 和 $2 A$， (2. 273) 


其 中 质量 项 表明 $ 场 具有 质量 一 2 , 拉 格 朗 日 量 (2. 273) 不 再 具 
有 #8 一 一 $$ 的 对 称 性 ,但 2: 对 称 性 并 非 失去 ,而 是 被 隐藏 起 来 了 。 

一 般 而 言 ,整体 对 称 性 是 一 个 连续 变换 群 。 如 果 这 样 的 整体 
对 称 性 是 自发 破 缺 的 , 零 自 旋 和 零 质量 粒子 就 会 产生 , 它们 被 称 作 
为 戈 德 斯 通 玻 色 子 。 这 些 无 质量 玻 色 子 并 没有 被 粒子 物理 实验 所 
发 现 ,但 是 在 固体 物理 中 , 戈 德 斯 通 玻 色 子 是 一 个 人 所 熟知 的 现 
象 。 上 述 结论 在 局 部 对 称 性 时 ,就 会 得 到 彻底 改变 。 如 果 局 部 规 
范 群 的 对 称 性 是 自发 破 缺 , 则 部 分 戈 德 斯 通 玻 色 子 将 会 得 到 质量 ， 
这 就 是 所 谓 的 希 格 斯 现象 。 


2. U(1) 规 范 场 
为 了 简单 起 见 , 考 虑 复 标量 场 的 例子 , 拉 格 朗 日 函数 为 
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L = 98°90$—V(#), (2. 274) 
V9) = $+’, (2. 275) 
拉 格 朗 日 函数 在 整体 U(1) 变 换 $-> es 下 是 不 变 的 。 如 果 要 求 
上 述 拉 格 朗 日 函数 在 局 部 U(1) 群 变换 
多 -= Eo (2. 276) 
下 不 变 , 就 不 得 不 引入 规范 场 A, (ZX) ,并 用 D, 一 9, 二 ieA, 替代 39, o 
在 U(1) 规 范 变换 下 ,规范 场 A.(z) 的 变换 为 
Alz) >A(z) 一 过 ae(z)， (2. 277) 
不 变 的 拉 格 朗 日 函数 为 
工 一 一 FP” + (9, —ieA,)$" (Gr +ieA’)$—V(D, 
(2. 278) 
F, = 9,A,—9.A,. (2. 279) 


在 je >0 的 情形 ,上 述 理论 描述 了 光子 和 有 质量 标量 粒子 的 标量 
电动 力学 ;在 /2 二 0 的 情形 ,U(1)7 对 称 性 自发 破 缺 就 会 发 生 。 
VY(g) 的 极 小 值 位 于 圆周 |g| 一 页， 加 一 (一 [2 上 。 选 择 其 中 
一 个 极 小 值 , % 一 和 作为 真空 ,并 定义 物理 场 $ 一 $ 一 加。 为 了 得 
到 一 个 粒子 的 解释 ,选取 特殊 规范 $ = o, 其 中 p 是 一 个 实 标量 
场 。 于 是 , 拉 格 朗 日 函数 约 化 成 


工 一 一 二 FF 十 消 09p 十 十 C 交 AA' 二 二 EAA'p (2h +p) 
一 二 BCG3X 吉 十 尼 ) 一 Mom 一 Ap'。 (2. 280) 


在 上 述 规范 中 , 实 标量 场 p 的 质量 为 (342 必 十 2)22 ,矢量 玻 
色 子 A, 的 质量 为 je 加。 原来 复 标量 场 上 的 两 个 自由 度 平 移 后 转 
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化 为 各 ，$2 ,而 它们 中 的 一 个 在 选择 特殊 规范 后 被 转移 了 。 特 殊 
规范 为 A, 提供 了 一 个 附加 分 量 ,系统 轴 (一 个 自由 度 )、$s( 一 个 
自由 度 ) 和 A (无 质量 矢量 粒子 ,二 个 自由 度 ) 共 有 四 个 自由 度 。 
在 么 正规 范 中 被 转化 成 了 e( 一 个 自由 度 ) 和 4. (有 质量 矢量 粒子 ， 
三 个 自由 度 ) 。 用 形象 的 语言 说 ,无 质量 粒子 A, 吞噬 了 戈 德 斯 通 
玻 色 子 变 成 了 有 质量 的 粒子 。 用 严格 的 术语 说 , 非 物 理 的 戈 德 斯 
通 玻 色 子 已 被 转换 成 具有 纵向 极 化 的 矢量 玻 色 子 的 物理 态 。 这 一 
重要 的 规范 场 性 质 被 称 为 希 格 斯 机 制 ,由 $1 或 p 所 描写 的 标量 粒 
子 称 为 希 格 斯 玻 色 子 。 


3. 希 格 斯 机 制 


设 规范 群 G= Gi XG X…XG,, 对 应 的 李 代 数 为 yp。 对 于 子 
群 G; 的 规范 耦合 常数 为 8i。 为 了 方便 起 见 ,可 以 通过 用 giAs 替 
代 A, 将 耦合 常数 g; 吸收 到 规范 场 A; 中 。 拉 格 朗 日 函数 为 


L=—— FF”+(D$, D$)—V($), (2.281) 
4g ” 


其 中 
D,$ = (0, —iAT,)$, T, € y, (2. 282) 
再 假定 势 (办 是 G 不 变 的 ,v 是 V( 办 的 极 小 值 ， 
DV(v) = 0, DV(v) > 0。 (2. 283) 


在 子 群 昌 CG 作用 下 ,有 Hv = v。 子 群 日 对 应 的 李 代 数 为 交 
如 果 不 存 在 规范 场 A , 则 期 待 有 (dim yg-dim X) 个 无 质量 七 德 斯 
通 玻 色 子 出 现 。 在 规范 理论 中 ,以 =$ 一 vz 代入 后 的 拉 格 朗 日 量 
形式 为 


1 


1 一 ~ ~ 
了 一 一 了 Fi+3(D,s, D’$)+(D,$, Dv) 


十 斑 CDa，Dro) 一 VC 和 十 加。 (2. 284) 
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将 势 V($ 十 v) 围绕 展开 ,有 


1 


L=— ZF + 记 (D,$, D'$) + DS, Tev)A” 


一 去 (Tev, Ti)AsAY 一 VC 一 去 DIV(O CF, $) + 
(2. 285) 
为 了 避免 出 现 非 对 角 项 ,应 当选 取 特 殊 规范 
(C$, U, (X)v) = 0, XE y, (2. 286) 


由 于 戈 德 斯 通 粒 子 精确 地 对 应 $ 在 子 空间 U, (X)v, X E y 中 的 
分 量 , 在 特殊 规范 中 不 存在 这 些 粒子 。 规 范 场 的 质量 项 含 在 矩阵 
Ms = (To， To) 之 中 。 在 对 角 化 这 些 矩 阵 后 ,可 得 规范 玻 色 子 
的 质量 。 由 于 和 矩阵 的 秩 等 于 由 Tov 展开 的 矢量 空间 , 即 (dim y- 
dim 光 ) 。 因 此 ,人 们 可 以 得 到 如 下 结论 ,dim 光 个 规范 玻 色 子 仍然 
是 无 质量 的 ,而 (dim y-dim 光 ) 个 规范 玻 色 子 变 成 有 质量 的 ,这 是 
希 格 斯 现象 的 一 般 结论 。 


$2.6 SU(S) 大 统一 
1 SU(S) 群 结构 


SU(5) 群 由 5 X 5 么 模 么 正 矩 阵 所 组 成 ,含有 24 个 参数 。 当 
SU(5) 群 作为 局 部 规范 群 时 ,理论 将 含有 24 个 规范 玻 色 子 , 其 中 
12 个 必须 是 描述 在 SU(3) x SU(2) x U(Gl) 标准 模型 的 中 间 玻 色 
子 W; , 刀 ,光子 A, 和 胶 子 A,。 余 下 的 12 个 规范 粒子 是 新 的 , 称 
其 为 X,Y 玻 色 子 。 

由 于 规范 相互 作用 保持 费 米子 的 螺旋 度 ( 手 征 性 ) ,所 以 用 有 确 
定 螺旋 度 的 费 米子 来 填充 群 的 不 可 约 表示 是 方便 的 。 我 们 利用 左 
手 场 疡 和 它 的 荷 共 斩 fi (描述 具有 相对 荷 的 同一 粒子 )。SU(5) 
不 可 约 表 示 在 子 群 SU(3) X SU(2) x U(Q) 下 的 分 解 用 记号 
(SU(3)，SU(2))y 来 表示 ,其 中 Y 是 超 荷 。 超 荷 与 电荷 的 关系 为 
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Q= 全 十 Y， (2. 287) 


其 中 o 是 泡 利和 矩阵 。 在 SU(5) 的 五 维 表示 中 , SU(3) X SU(2) x 
U(1) 的 散人 为 
SU(3) 0 ) 


sUG3) x suC2) — ( ?gy 


(2. 288) 


子 群 U(1) 的 生成 元 为 


Y= diag( 一 二 ,一 号 ,一 分，1， 1). (2. 289) 


即 有 
5: (3, 1 2 PD (1, 2):， (2. 290) 
共 箔 表示 
5* : (3*, 1 2 PD (1, 2)-。 (2. 291) 
利用 基本 表示 张 量 积 的 不 可 约 表示 分 解 , 可 得 
5QS= 1501, (2. 292) 
5%5" =240m1, (2. 293) 
其 中 24 是 实 表 示 , 即 24 = 24* 。SU(2) 的 二 维 表示 也 是 实 的 ， 
2 一 2…。 
2， 费 米子 


在 标准 模型 中 ,每 一 代 费 米子 有 15 个 基本 态 :w 和 wi 描写 
上 夸克 ,dr 和 dai 描写 下 夸克 ,er 和 es 描写 电子 以 及 vi 描写 中 微 
子 。 这 15 个 态 描述 了 第 一 代 费 米子 。 在 SU(3) Xx SU(2) x U(1) 
标准 规范 模型 中 , 它们 填充 不 可 约 表示 如 下 ， 


ZL， dr : (3, 2)1s， di : (3* 9 1)2s, UL 加 (3” > 1)_43， 
JJ ED : (1, 2)_1， er : (1, 1),。 (2. 294) 
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因为 SU(5) 的 不 可 约 表 示 10 和 15 在 子 群 SU(3) Xx SU(2) x 
U(1) 下 的 约 化 为 


10 : (3, 2)y; BD 3, Dy PB Ud, D;, 
15 : (6， 1)-4s 个 (3， 2)1/s 个 (1, 3),， 
所 以 15 维 表示 并 不 能 填充 基本 态 , 而 应 选择 5 四 10 维 表示 ， 


S” :v, er, di， 


(2. 295) 


(2. 296) 
10:e, wu, dr, uro 
具体 填充 如 下 : 
di 
ds 
= ds 
|， (2. 297) 
二 
一 
0 2 一 好 —u 一 Ga 
us 0 Ww 一 i —dz 
1 
X= 反攻 0 一 uw dl (2.298) 
Ui Us Us 0 —e€ 


di ds ds €” 0 


在 (2. 297) 式 和 (2. 298) 式 中 ,15 个 基本 态 不 包含 点 , 即 等 价 地 不 
包含 右手 中 微 子 vr ,所 以 中 微 子 是 无 质量 粒子 。SU(5) 多 重 态 由 
夸克 和 轻 子 组 成 ,所 以 SU(5) 变 换 将 混合 夸克 和 轻 子 态 , 对 于 硅 
克 和 轻 子 而 言 ,SU(5) 规 范 不 变相 互 作 用 是 相同 的 。 

由 于 SU(2) x U(1) 是 SU(5) 的 子 群 ,所 以 电荷 算 子 属于 
SU(5) 的 生成 元 。 单 纯 李 群 的 任何 生成 元 是 无 迹 的 ,因为 对 于 
YE yg, 一 定 存在 多 € yg, 使 得 = 二 [8B8, ,所 以 tr 二 trB%€ 
一 tr 二 0。 由 此 可 知 , trQ = 0。 即 在 一 个 多 重 态 中 ,粒子 电荷 之 
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和 必须 为 零 。 例 如 ,对 于 SU《5) 的 五 重 态 pr, 我 们 有 
trQ= gs +qr tgs +9 +q,—=0。 (2.299) 


从 上 式 即 可 导出 


1 
Gu 一 32， (2., 300) 


其 中 1/3 这 个 因子 可 以 解释 为 存在 三 种 不 同 颜色 的 夸克 。 在 
SU(5) 基 本 表示 中 ,电荷 算 子 Q 为 


Q == diag( 一 十 ,一 于 ,一 于， 1， 0)。 (2. 301) 


3. 规范 场 


规范 玻 色 子 对 应 于 李 代 数 的 生成 元 。SU(5) 有 24 个 独立 的 
生成 元 ,24 维 伴随 表示 在 SU(3) x SU(2) x U(1) 子 群 分 解 为 


24 : (8，1) DB (1, 3) DB (1 外人 G,， 2) 外 (3 , 2)s. 
(2. 302) 


可 以 作 如 下 的 填充 : 

(8, 1)。 是 SU(3). 的 胶 子 场 ， 

(1, 3)。 是 W+ ,Ws，SU(2)1 规范 玻 色 子 ， 

(1, 1)o。 是 B 场 (在 弱电 统一 模型 中 ,B 和 Ws; 的 混合 产生 y 和 2Z)， 
(3, 2)-_sjs 是 义 (一 4/3), Y( 一 1/3) 玻 色 子 ， 

(3* ,2)ss 是 XC(4/3), Y(1/3) 玻 色 子 。 


SU(5) 规 范 场 可 由 下 述 分 量 场 组 成 
24 
V, = 2 VT,, (2. 303) 


Q 一 1 


其 中 工 , 归 一 化 为 trTT = 0 。 协 变 导数 


D, =9, -iV (2. 304) 
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其 中 g, 是 SU(5) 普 适 耦 合 常数 ,因子 1/V2 是 为 了 归 一 化 方便 而 
引入 的 。 规 范 场 强 为 

F, 一 ay 一 3 一 i 六 [V， VJ. (2. 305) 
胶 子 、 弱 电 玻 色 子 和 X， Y 玻 色 子 与 费 米子 相互 作用 示意 如 下 。 


di 


人 
人 | 
: |; 胶 子 
C 网 
ds ct Xi4/3 Y+13 
ee |、 
;WH 
,| - 


一 5 
4. 和 希 格 斯 玻 色 子 
选择 希 格 斯 玻 色 子 是 24 维 伴随 表示 : 
下 一 > wpT.， (2. 306) 
其 中 T 是 SUC5) 李 代数 的 基 ， 希 格 斯 势 取 为 


V(®) = 一 tr + aCtr@?) 十 去 btr@'， (2. 307) 


势 的 极 小 值 位 于 
100 0 0 
0 10 0 0 
(BP)=v|l0 0 1 0 0 
000 -3/2 0 (2. 308) 
000 0 一 3/2 
va 与 a, b, py 之 间 的 关系 为 
(154 + 76)v = 202 。 (2. 309) 


保持 ( 甸 ) 不 变 的 群 是 标准 模型 规范 群 SU(3) Xx SU(2) XxX U(1)。 12 
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个 X,Y 玻 色 子 将 变 成 有 质量 的 ,它们 的 纵向 自由 度 使 用 了 正中 
的 12 个 希 格 斯 分 量 场 。 余 下 的 12 个 硕 格 斯 标量 对 应 于 保持 (更 
不 变 的 SU(5) 生 成 元 。 希 格 斯 场 的 24 重 态 不 能 用 来 产生 费 米 子 
质量 , 费 米子 质量 是 通过 希 格 斯 多 重 态 与 费 米 子 表 示 的 乘积 的 看 
合 得 到 的 。 由 于 一 代 费 米子 为 
5* 个 10， (2. 310) 
利用 分 解 
(5 BDI) WS: DI = 10° PY’ DSPY' 由 5 PAPM, 
(2. 311) 
其 中 不 含 24 伴随 表示 ,但 含有 5* 和 45, 所 以 人 们 可 以 通过 5 重 态 
希 格 斯 场 五 产生 费 米 子 质量 。 事 实 上 ,自发 对 称 破 缺 是 通过 两 步 


走 的 ， 
SUC5) -> SU.(3) x SU (2) x Uy(1) 


(2. 312) 
一 ~” SU.(3) x U,, (1), 
H 
希 格 斯 场 的 有 效 势 的 最 小 值 为 
0 
0 
一 -上 

H, 记 |"|。 (2. 313) 

0 

1 


具有 29 个 希 格 斯 场 的 SU(5) 模 型 称 为 最 小 模型 , 尚 有 许多 种 可 能 
的 选择 。 
§2.7 SO(10) 大 统一 

1. SU(2) 的 对 称 破 缺 

在 讨论 SO(10) 群 对 称 破 缺 之 前 , 先 详 细 分 析 SU(2) 对 称 破 
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缺 ,SU(2) 的 群 元 能 写成 如 下 形式 : 


U = exp(ibhsr,s) = cos 5 + 2insrs sin 9 (2. 314) 


其 中 正比 于 泡 利和 矩阵 , zt 二 m/2, 而 mm 是 三 维 空间 单位 矢量 。 
SU(2) 的 群 流 形 是 单 连通 的 S; ,而 SOC3) 的 群 流 形 是 对 径 点 恒 等 
的 S;, 所 以 后 者 是 双 连 通 的 。SU(2) 群 是 SO(3) 群 的 单 连通 覆盖 
群 。SU(2) 群 的 基本 表示 是 二 维 表示 ,矢量 表示 是 三 维 表示 , 张 量 
表示 3 @3 可 以 分 解 成 如 下 的 直 和 


3®3=1D3D5, (2. 315) 
其 中 一 维 表 示 对 应 于 张 量 的 迹 ,三 维 表示 对 应 于 张 量 的 反对 称 
部 分 的 三 个 独立 分 量 , 五 维 表示 对 应 于 无 迹 对 称 部 分 的 五 个 独 
立 分 量 。 
下 面 讨 论 SU(2)7 对 称 性 的 两 种 破 缺 方案 。 第 一 种 方案 是 
SU(2) 一 ~ 了， (2. 316) 
即 希 格 斯 场 c 是 SU(2) 的 二 维 表示 ( 旋 量 )， 
G1 。 
Ss 二 | 9 (2. 317) 
G2 


其 中 和 os 是 复 的 。 希 格 斯 势 
V(o) = 了 于 Mor o—#)’, (2. 318) 


当 orto= Va 时 ,V(o) 一 0。 取 于 一 (0， nD 9 容易 发 现 未 破 缺 子 群 H 
是 平庸 的 (由 于 不 存在 生成 元 ,使 Tso。== 0)。 所 以 ,真空 流 形 恒 等 
于 SU(2) 群 流 形 。 事 实 上 ,将 a 改写 成 四 个 实 场 , 则 在 四 维 欧 几 里 
得 空间 中 辣 构 于 Ss， 
G/H= SU(2) 全 $ 。 (2. 319) 
第 二 种 方案 是 
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SU(2) -2 U(1) - 生 2,, (2. 320) 

其 中 希 格 斯 场 是 在 伴随 表示 中 的 gq 场 和 y 场 ,它们 都 是 实 三 重 态 。 
_/9 {TT | 

2= (9 L o Te (2. 321) 


希 格 斯 势 为 


Vp, WD = Fag — RP) + Ny) + 内?。 


(2. 322) 
先 考虑 SU(2) -> U(1)，, 选取 
0 
(p) = 10 / ， (2. 323) 
六 
通过 直接 验算 ,关于 群 空间 的 z 轴 旋 转 算 子 
0 一 1 0 
了 3 一 中 0 0 (2. 324) 


0 0 0 


将 潭 灭 (p), 即 T;(y) = 0。 由 玉 一 exp( 一 iT:) 给 出 旋转 子 群 
SO(2) , 它 保 持 (9p) 不 变 ,这 殖 涵 着 SU(2) 的 子 群 U(1) 是 未 破 缺 的 
子 群 。 真空 的 流 形 为 

G/H = SU(2)/U(D) = 3 。 (2. 325) 
下 面 考虑 破 缺 UC(1) 一 Do , 由 于 《9) 位 于 zz 方向 ,而 (2. 322) 式 中 的 
最 后 一 项 表明 ,(y) 必 须 指向 与 (gp) 正 交 的 方向 ,例如 可 取 
0 


2 
0 


(WD = |ml. (2. 326) 
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容易 看 出 (®) 不 为 任 一 生成 元 L。 所 漂 灭 。 然 而 ,未 破 缺 子 群 并 不 
是 平庸 的 ,对 于 SOC3) 群 而 言 ,只 有 恒 等 元 了 保持 (yp) 和 (Cy) 不 变 ， 
对 于 SU(2) 群 而 言 ,有 两 个 群 元 了 和 一 1 保持 (gy) 和 《y) 不 变 。 于 
是 H= 2。 


2，Spin(10) 群 

SO(10) 的 单 连通 覆盖 群 是 Spin(10)。Spin(10) 与 SO(10) 的 
关系 类 似 于 SU(2) 和 SO(3) 的 关系 。Spin(10) 的 生成 元 能 定义 为 

ox 一 让 [Ds TD, 六 让 一 1 2, 10， (2. 327) 

其 中 工 是 10 维 狄 拉 克 和 矩阵 ,这 是 由 泡 利和 矩阵 m 的 直 积 构成 的 
32 X 32 矩阵 ; 

nm =a Xo Xl1X1Xo, Dy =a Xo Xl1Xo Xo, 

Py =a Xa XlXoXo, T=o XoX1lxoxXl, 

Ts =a Xa Xl1Xo Xa Ts=0 Xo XlXaXa, 

Ty =0 Xo Xa Xl1xl, Ts =o Xo XoxX1lx1, 


Le 一 oa Xos Xo Xl1Xx1, [Do 一 azXxlXxlXxlX1， 
(2. 328) 


每 一 代 的 左手 费 米 子 属于 16 维 旋 量 表示 ,例如 ,第 一 代 费 米子 为 


yr 一 (ui, U2», U3», Ves di, d;:，, Ca， € ， di， d;， ds， et, 


WO WL， (2. 329) 
在 子 群 分 解 SU(5) X U(1), CC Spin(10) 下 ,有 
16 : 1; 二 +10 十 $5,， (2. 330) 
其 中 下 标 是 下 述 算 子 的 本 征 值 


P= ol 十 ca4 十 om 十 ars 十 colo。 (2. 331) 


92 第 2 章 群 论 与 对 称 性 


(2. 330) 式 表明 ,在 子 群 SU(5) 下 除了 通常 的 粒子 外 ,还 有 一 个 
SU(5) 中 性 单 态 粒子 。 这 个 单 态 粒子 是 具有 大 质量 的 右手 中 微 
子 。 电 荷 算 子 


Q= 于 (os 十 cat 十 cs6) 一 aolo。 (2, 332) 


3. 对 称 性 自发 破 缺 


为 了 选取 希 格 斯 场 的 表示 ,考虑 如 下 表示 张 量 积 的 分 解 : 
(16 ® 10)s = 10 个 126， 
(2. 333) 
16®16* = 工 由 45 外 210， 
其 中 下 标 S 是 指 对 称 张 量 积 部 分 。 在 SU(5) XU(1)， 下 的 分 解 为 
126 : 1 BD 106 D 50; D5; PD 45% PD 15%, 
45 : 10: D 24, 中 1 DP 10.,, (2. 334) 
10: 5; (D5. 
对 称 性 自发 破 缺 链 为 
Spin(10) 二 > SU(5) x 2, 
-全 SU(G3).xSU(C2) x UCDy x Z (2. 335) 


> SUC(3), xX UCDo Xx Z, 


第 一 步 破 缺 要 求 126 维 希 格 斯 场 的 真空 期 望 值 (#2 ) 的 非 零 分 量 
位 于 lo 方向 , 唯 象限 制 要 求 第 一 步 破 缺 发 生 在 超重 质量 标 度 
10 一 10”GeV。 第 二 步 破 缺 是 通过 45 维 伴随 表示 实施 的 ,质量 
标 度 大 约 为 10” GeV。 最 后 一 步 破 缺 的 质量 标 度 是 弱电 标 度 ,10 
维 希 格 斯 表示 要 求 一 个 非 零 的 真空 期 望 值 。 
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微 积分 和 经 典 物理 有 着 十 分 密切 的 关系 。 而 广义 相对 论 和 规 
范 场 理论 与 现代 微分 几何 理论 更 是 互相 依赖 .互相 渗透 、 互 相 促进 
发 展 。 流 形 是 现代 数学 最 重要 的 概念 之 一 ,正如 映射 是 函数 的 推 
广 一 样 , 流 形 是 点 . 线 ` 面 等 几何 空间 概念 的 推广 。 在 现代 数学 中 ， 
同 伦 论 和 同调 论 也 有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 大 爆炸 宇宙 在 膨胀 过 程 
中 将 产生 各 种 拓扑 缺陷 ,这 些 拓扑 缺陷 的 分 类 与 群 流 形 的 同 伦 群 
密切 相关 。 


§ 3.1 微分 流 形 
1. 流 形 的 定义 


定义 ” 设 M 是 满足 豪 斯 多 夫 可 分 离 公理 的 拓扑 空间 ( 豪 斯 多 
夫 空 间 ) ,给 定 M 上 的 开 集 族 {U;, i E 了 以 及 各 开 集 U; 到 R" 中 
的 映射 w ,如 果 满 足下 列 条 件 : 

(1) {DUD;, i € 了 给 出 M 的 一 个 开 覆 盖 , 即 M 一 U U;; 

(2) 对 于 每 一 个 D ,其 象 D; 二 gp.(U,) 是 尽 中 的 开 集 ,而 mw 
是 U; 到 DD; 上 的 一 个 同 胚 映射 ， 

(3) 在 两 个 开 集 的 重 谷 区 域 ,映射 gp。gr 将 R" 中 的 开 集 
giCUi 门 U;) 映射 到 RR" 中 的 开 集 gy; (Ui 门 U;)。 且 yp;。gi! 是 属于 
C* 类 的 映射 (具有 连续 的 阶 微分 )， 

则 称 CU，q) 在 M 上 定义 了 一 个 C: 流 形 构造 ,把 n= dim M 称 
为 流 形 的 维 数 ,拓扑 空间 M 则 称 为 是 一 个 nn 维 C* 流 形 (manit 
fold) 。 

C” 流 形 又 称 为 微分 流 形 或 光滑 流 形 。C" 流 形 称 为 拓扑 流 
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形 。C* 流 形 称 为 解析 流 形 。 我 们 把 (U;， gy;) 称 为 图 (chart) ,把 M 
上 所 有 图 (Ui;, gi) 的 集合 {Ui, gi)} 称 为 图 册 (atlas)。 称 9g; 为 
U; 上 的 局 部 坐标 系 ,U; 为 g; 的 坐标 邻 域 。 把 M 上 的 点 PE M 在 
R" 中 的 象 

pi(p) 一 (CCP)，z2CP)， (CCP))》 (3. 1) 


称 为 点 卫 在 (LU， gq;) 中 的 坐标 。 上 面 的 条 件 (1) 表 示 流 形 上 的 点 
至 少 在 一 个 坐标 邻 域 之 中 ,条 件 (2) 表 示 流 形 在 局 部 上 都 类 似 于 
欧 氏 空间 ,(3) 表 示 , 如 果 M 上 的 点 PE M 在 重要 区 U 站 Un 的 
坐标 分 别 是 {(z， 妇 2，…， 姑 ) 和 (人 ， 开 ，…， 交 )， 则 这 两 组 坐 
标 存 在 关系 

Ty = fi(r),i=1,2,.,n, (3. 2) 


其 中 f 是 一 个 k 次 可 微 函 数 。 粗 略 地 讲 , 拓 扑 空 间 加 上 局 部 坐标 
就 构成 流 形 。 一 般 来 说 ,一 个 流 形 是 没有 整体 坐标 的 。 比 如 复 变 
函数 中 的 球 极 投 影 , 只 有 将 北极 去 掉 之 后 ,才能 将 球面 上 的 点 与 复 
平面 上 的 点 一 一 对 应 。 因 此 对 二 维 球面 ,必须 用 两 个 大 半球 面 才 
能 在 球面 上 建立 起 坐标 。 从 某 种 意义 上 说 ,可 以 把 流 形 看 成 是 一 
些 变形 的 局 部 欧 氏 空间 通过 适当 方式 拼接 而 成 的 。 
例 1 直线 尺 , 圆 周 S! ,球面 $:, 环 面 了 ?= S' Xx S!, 柱 面 
HH 二 S! x R' 等 都 是 流 形 。S" 是 ” 维 流 形 。 
高 维 流 形 可 由 低 维 流 形 的 直 积 得 到 ,如 
R"=R XR XXR', T"= S! XS! XxXS!, (3.3) 


平面 上 自 相交 的 曲线 不 是 流 形 。 因 为 交点 的 邻 域 不 能 同 胚 于 任何 
R! 的 开 子 集 。 如 


?Zz 
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2. 微分 同 胚 


定义 设 M, NN 都 是 C” 流 形 ,而 f 是 M 到 N 上 的 1-1 映 
射 , 当 f 和 都 是 C~ 映 射 , 则 称 f 是 一 个 C” 微 分 同 胚 。 此 时 称 
流 形 M 和 NN 是 彼此 微分 同 胚 的 。 

同 胚 映 射 加 上 可 微 的 条 件 就 变 成 微分 同 胚 映射 。 两 个 流 形 如 
果 微 分 同 豚 则 一 定 同 胚 。 但 两 个 同 豚 的 流 形 不 一 定 微分 同 胚 。 微 
分 同 胚 是 微分 几何 的 一 个 重要 概念 。 微 分 同 胚 的 两 个 流 形 维 数 相 
同 。 从 某 种 意义 上 讲 , 两 个 微分 同 胚 的 流 形 可 以 看 成 是 相同 的 。 
从 MM 到 NN 的 所 有 微分 同 胚 的 集合 记 作 DiftC(M，N) 。 微 分 同 胚 
还 是 一 种 等 价 关 系 ,可 以 用 来 对 各 种 流 形 进 行 分 类 。 每 一 种 等 价 
类 确定 一 种 微分 结构 。 低 维 流 形 (d < 3) 有 唯一 的 微分 结构 ,但 
高 维 流 形 可 以 有 多 种 微分 结构 。 


3. 切 矢量 和 余 切 矢量 


流 形 M 上 的 一 点 x € M 处 的 切 空间 工 -CMD 可 以 用 来 确定 流 
形 在 zz 点 邻 域 附近 的 性 质 。 切 矢量 的 定义 与 局 部 坐标 系 无 关 。 
物理 上 的 许多 近似 就 相当 于 用 切 空 间 局 域 地 代替 流 形 ( 类 似 于 用 
切线 代替 曲线 ) ,如 果 M 是 n 维 流 形 , 则 T, (MD 与 R" 同 构 。 流 形 
上 的 切 矢量 是 普通 空间 的 切线 和 切 平面 的 自然 推广 。 我 们 先 来 看 
函数 的 切 矢量 如 何 定 义 。 将 R" 中 的 函数 f(z) 在 十 a 作 泰 勒 展开 


firta) = f(a Ff 2) 十 oa)， (3. 4) 
其 中 定义 了 一 个 作用 在 函数 f(x) 上 的 线性 微分 算 子 
A = aigx:, (3. 5) 


在 R" 中 ,点 xz 可 以 看 成 是 一 个 矢量 ,在 取 定 坐标 系 后 可 以 用 nn 个 
实数 表示 为 


r= {zr!, 2 9 Za) ， (3. 6) 
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其 中 分 量 x 与 坐标 系 有 关 。 可 以 把 算 符 A 看 成 是 沿 位 移 a 的 方 
向 导数 ,< 可 以 看 成 是 方向 导数 的 坐标 分 量 ,一 般 情 况 下 a 是 zxz 
的 函数 ,因而 是 一 个 矢量 场 。 因 此 

{9/9x’ = 9:)} (3.7) 


就 定义 了 切 空间 的 一 组 基 , 过 z 点 的 任何 方向 导数 都 可 以 用 这 组 
基 来 表示 。 把 过 zz 点 的 所 有 曲线 的 切 矢 量 张 成 的 空间 称 为 该 点 
的 切 空间 , 记 为 T,(M)。 

对 于 微分 流 形 M, 可 以 类 似 定义 在 点 x € M 的 切 矢量 ,这 是 
作用 在 流 形 上 的 可 微 函 数 上 的 线性 微分 算 子 ,是 有 下 列 性 质 : 

(1) 线性 : 


Vilaf 十 pg) 一 a zf +BVg, as, BER, (3. 8) 


其 中 f, g 是 M 上 在 z 点 的 可 微 函 数 。 
(2) 满足 莱 布 尼 芯 规则 : 


Vl(fg) = (Vf)gt+f(Vg), (3. 9) 
选 定局 部 坐标 系 后 ,在 xz 点 的 切 和 撩 量 可 以 表示 为 
V; = vi (zr)9/97', (3. 10) 
其 中 
{9/9x!, 9/97x?, ***, 9/9x")} (3. 11) 


定义 了 切 空间 的 一 组 基 , 称 为 自然 基 。 流 形 M 上 在 z 点 的 所 有 切 
矢量 构成 一 个 矢量 空间 , 即 切 空间 TCM) 。 显 然 T, CM) 和 流 形 
M 的 维 数 相同 。 流 形 M 上 所 有 点 的 切 空间 的 集合 


U TCMO = TCM (3.12) 
rEM 


称 为 流 形 M 的 切 从 (纤维 从 )。 

切 空间 T, (MD 的 对 偶 空间 到 (M) 也 是 一 个 n 维 的 矢量 空 
间 , 称 为 xz 点 的 余 切 空间 。 余 切 空间 的 元 素 称 为 余 切 矢量 。 如 果 
记 W.E TCMD，V € T(M), 则 按 对 侦 的 定义 ,有 


33.1 微分 流 形 7 


WCVz) €E 民 或 者 Wi:V; 一 WoCV) 二 (Wi;:, V:) € R, 


即 余 切 矢量 将 切 矢量 映射 为 实数 。 也 可 以 说 , 余 切 矢 量 和 切 矢量 
的 内 积 是 一 个 实数 。 显 然 , 余 切 空间 的 对 偶 空间 是 切 空间 , 切 空间 
和 余 切 空间 互 为 对 偶 , 因 此 有 


WV:s) = VW.,), (3. 13) 


给 定 了 切 空间 TCM) 的 基 {el， €2, "” en ， 可 以 构造 余 切 空 间 
Tz (MD 的 基 {0， Ff， 机 0"})。 由 内 积 定义 可 得 


WVi) 二 (Wi, Vi) = (wb', wej) = wiv'。 (3.14) 


因此 有 
(0i, ej) = 061。 (3. 15) 
如 果 取 TCMD 的 基 为 自然 基 
{9/9x!, 9/97x, *…, 9/97x"}, (3. 16) 
则 可 以 取 到 (MD 的 基 为 自然 基 ， 
{dzx!', dx’ , *…, dx"}, (3. 17) 
有 
dx’, 9/97;) = 61. (3. 18) 
余 切 矢量 可 以 表示 为 
W, = w(x) dx’ (3. 19) 


余 切 矢量 又 称 协 变 矢 量 , 切 矢 量 又 称 逆 变 矢 量 或 简称 矢量 。 
利用 切 空 间 TCMD) 和 余 切 空间 T; (MD) ,可 以 通过 张 量 积 的 方式 
构造 高 阶 的 张 基 空间 


TW= LMWOTMO"OTMWOL MYT MW, 
EW OT OO 
7 个 省 


(3. 20) 
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其 中 有 个 TCMD，s 个 TCD。 其 元 素 为 了 > 阶 道 变 ,* 阶 协 变 
张 量 。 取 自然 基 后 ,可 以 将 元 素 表示 为 


wD OOS Od BO de 
(3. 21) 


克明 = 


§ 3.2 微分 形式 
1. 微分 形式 


前 面 引入 了 通过 切 空 间 和 余 切 空间 的 直 积 得 到 的 张 量 空间 。 
利用 对 称 化 和 反对 称 化 ,可 以 将 一 般 的 张 量 空间 分 解 为 一 些 具有 
特殊 对 称 类 型 的 不 变 子 空间 的 直 和 。 其 中 有 一 类 全 反对 称 的 张 量 
显得 特别 重要 。 首 先 定义 余 切 空间 基 矢 量 的 反对 称 化 张 量 积 : 


dz 人 dy 一 了 (dz 因 dy 一 dy 四 dz) =— dy A dx, 
(3. 22) 


称 之 为 外 积 , 或 嘉 当 (E. Cartan) 的 棉 积 。 外 积 具有 反对 称 性 ,所 
以 有 

dz A dz = 0。 (3. 23) 
称 微分 线 元 dz 为 微分 1- 形 式 , dz A dy 为 微分 2- 形 式 。 当 坐标 
变换 时 ,有 


9 ay 
dr Ady 一 dz A dy = ( 坚 区 一 5 HF)drAdy 
(rz 9》 y ) 
Bz, y) dz A dy， (3. 24) 


给 出 了 正确 的 雅 可 比 因子 。 因 此 ,2- 形 式 是 一 个 有 向 面积 元 。 以 
上 讨论 容易 推广 到 n 维 微分 流 形 M 上 去 。 记 A? 为 所 有 六 形 式 
组 成 的 空间 , 人 " 即 为 函数 空间 , 人: 即 为 余 切 矢量 空间 。 余 切 矢 
量 又 称 1- 形 式 。 可 以 将 人 * 的 元 素 表示 为 下 列 形式 。 
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A" 0- 形式 {f(x)} 维 数 dim 王 1 
AL 1- 形式 (CACz)dz) 维 数 dim = 二 
人 : 2 { 户 (Cz)dz 人 Ad) 维 数 dim 二 n(n 一 1)/2 


和 A”r- 形 式 { 方 ez)drA dzA…A 人 dr 维 数 dim 一 C 
A” 形式 { PCz)dz A dr 入 … A dx) 维 数 dim 二 1 
A? 具有 如 下 一 些 重要 性 质 : 

(1) Az 与 人 "? 的 维 数 相 等 ,都 是 


Ce = roe (3. 25) 
(2) -形式 只 有 一 种 , 即 
fin CH) dr: A dr: 人 … 人 dm， (3. 26) 
即 函 数 乘 以 有 向 体积 元 ， 


(3) 不 存在 阶 数 大 于 的 形式 , 人 * = 0, 如 果 p 六 n， 
(4) p- 形 式 的 系数 函数 f;.…(zx) 对 指标 的 交换 全 反对 称 ， 
(5) 将 pp- 形式 和 gq- 形式 外 积 , 将 得 到 一 个 (p 十 q)- 形式 ( 当 
pp 十 9 之 n 时 为 0)。 
由 各 阶 微分 形式 的 直 和 构成 的 线性 空间 


和 一人" ON ODO.…OA". (3.27) 
其 维 数 为 
1 十 十 刻 n(n 一 DD 十 … 十 n 十 1 二 (1 十 D" 一 2"。 
(3. 28) 
这 个 2” 维 的 线性 空间 加 上 外 积 运算 构成 嘉 当代 数 , 也 称 外 代数 。 


(aABAyY=aA (8A, (3. 29) 
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分 配 律 : 
(ac 十 DJ A7y 王 acA 人 7 十 BA7， (3. 30) 
交换 律 ; 
Qap 人 AB 一 (—)™8, 人 CQp， (3. 31) 
其 中 下 标 表示 pp- 形式 或 g- 形 式 。 因 此 , 奇 次 的 形式 是 反 交 换 的 ， 
有 一 个 偶 次 的 形式 时 可 交换 。 如 果 两 个 外 积 的 项 中 包含 相同 的 形 
式 因 子 则 结果 必 为 0。 
现在 引入 作用 在 空间 人 上 的 微分 算 子 , 即 外 微分 算 子 d, 它 的 
作用 是 将 p- 形 式 变 为 (p 十 1)- 形式 ， 


d; A? — A?l, (3. 32) 
分 别 取 pp 一 0， 1， 2， """, 有 
d(f(z) = fdr 一 PS (3. 33) 
d(fi Cr) dxi) = 区 2 dm A dr: = fo, dr A dr 
= f(r) dr: A dv’, (3. 34) 


d(f; (x) dr’ A dri) = 2 qxt A dz A dx 


= fi,rCz)dr’ 人 dz 和 人 dz， (3.35) 


等 等 ,可 见 外 微分 算 子 是 普通 全 微分 算 子 的 自然 推广 。 显然 ,对 六 
形式 
fizn TI dx A dz 人 … A dr”, (3. 36) 


有 
d(C fizn CT) dr! A dzz 人 … A dz 


= fn i (Tdr Adrz A dr A A dr =0。 (3.37) 
因为 是 维 空间 ,dxi 一 定 是 dm，…，dzx 中 的 一 个 ,而 相同 的 基 外 
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积 为 0。 由 于 偏 微分 的 可 交换 性 ,两 次 外 微分 作用 的 结果 为 0, 如 


9 
dd(f(2)) = dS dz) 一 号 全 dr Ad =—0, 
(3. 38) 
因为 
2 一 of, (3. 39) 
9X’97 97x'97x! 
而 
de A dr' = 一 dz A dri, C3. 40) 


容易 证 明 一 般 情况 下 外 微分 的 两 次 作用 结果 为 0。 可 以 把 这 个 结 
果 瑟 成 
ddw =0 或 二 0。 (3. 41) 


对 于 p- 形 式 a,，g- 形 式 B, ,我 们 有 
d(ayp 人 应 ) 一 da 人 应 十 (—)fap 人 dp, 。 (3., 42) 


如 果 dw 二 0, 称 o 为 闭 形式 。 若 w = da, 则 称 w 为 恰当 形式 。 
例 1 在 二 维 空间 ,可 能 的 形式 为 


= fx, y), a = ulx, y) dr vx, ydy, 
a = $x, ydr 人 dy， (3. 43) 
将 外 微分 算 子 d 作用 在 这 些微 分 形式 上 ,可 得 


deo = dz + ody = Vdr, ddeo = 0 VXY =0. 
» 


ax 
(3. 44) 
_ au 9v 9v__ Qu 
du 一 下 dy A dr+ Edr A dy 一 ( 呆 一 5 ) dr A dy 
=VXw. ds, (3. 45) 


其 中 
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W = ue 二 vey, (3, 


而 


das -一 0O。 (3, 


例 2 在 三 维 空间 ,可 能 的 形式 有 
Qo = f(x, x， 3) = f(zx), 
Ql 三 (zx) dx! 十 vo (x) dr’ 十 四 (z)dzs 9 


(3. 
@ = tw Tde A dr 二 rwz rdr A dre wx)dr A dw, 
aa 一 gz)dzl 人 dr: 人 dx’。 
用 外 微分 算 子 作用 后 得 
dao = Sf dx: = VA. dx, (3. 
9r’ 
_ /23w _ om gw aw 
da = (车 2 )dz A dz 十 ( 戈 和)dz A dz 
QU _ Ov = 。 
二 (向 3 jdz Adrz 一 (YXnDd， (3. 
— 9wi (xX) 1 2 3 
do = 3 dr 人 dr A dz 一 V。wdr， (3. 
das -一 0， 《3. 
两 次 外 微分 给 出 
ddu 二 0—>V XvVf=0, (3. 
ddal 一 0 一 VCVXxn 一 0。 (3. 


46) 


47) 


48) 


49) 


从 上 例 可 以 看 到 外 微分 和 普通 矢量 分 析 之 间 的 关系 。 对 于 0- 形 
式 ,d 相当 于 梯度 ,对 于 1- 形式,d 相当 于 旋 度 ,对 于 2- 形式 ,d 相 
当 于 散 度 。 而 d = 0 则 给 出 了 矢量 分 析 中 的 两 个 恒等式 。 其 实 
利用 外 微分 的 运算 规则 ,可 以 推导 出 矢量 分 析 中 的 许多 公式 。 


比如 ,从 
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d[ f(z)AiCz)dx’i] = df(x) A Ai(x)dzr’i f(z)d[A,(zr) dx’] 
(3. 55) 
就 得 到 矢量 分 析 公式 
VXx(R) 王 VFx4 十 FFVXA。 (3. 56) 


2. 霍 奇 星 (Hodge Star) 算 子 


前 面 我 们 已 经 看 到 , 人“ 与 人 "?* 的 维 数 相同 。 因 此 ,这 两 个 空 
间 存 在 着 某 种 对 偶 性 。 引 入 相应 的 算 符 , 即 霍 奇 星 算 子 ,也 称 对 偶 
变换 , 它 将 户 形式 变 为 (n 一 p)- 形式 : 


和 (dza 人 oe A dz ) -一 El ipipp ei dxipti A eo. A dzrin ， 


-| 
(2 一 力 )1! 
(3. 57) 
其 中 65.… 是 维 空间 的 全 反对 称 张 量 ( 取 ez.… 一 1)。 可 以 证 明 ， 
算 子 * 的 两 次 作用 给 出 
二 关 (dza 人 eo. 人 dzi ) 一 (—) PP) dxri A so. A dzis ， 
(3. 58) 


因此 有 
wp = (—) PP wy, 。 (3. 59) 


对 于 例 2, n 一 3, 有 
“ao = fx)dzrx! 人 dr A dx’ = f(x)dr, (3. 60) 
“al = vdr 人 dz 十 mdzs 人 dzrl 十 mdzl 人 dzz = vy. ds, 


(3. 61) 

“az 一 rdzl 十 tdzz 十 rdzs = vw,dri = w. dx, 
(3. 62) 
“as 一 gz)。 (3. 63) 


一 般 地 ,在 维 空间 ,对 于 0- 形式 
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ao 一 flz! 一 fz) (3. 64) 
和 nn- 形式 
Qn = $lr)dr! 人 … A dx", (3. 65) 


有 
“ao = fC) dr! 人 … A dr = flx)dr, (3. 66) 


“Qn 一 gr)。 (3. 67) 


对 于 任意 两 个 产 形式 ap 一 fs-rdr’ 人 dz 人 … 人 dx*， Bs 一 
Bj-k dT A dr 人 … A dz, 有 


ap 人 让 一 BA ap = plfsng’ “dr! 人 … 人 dz。 


(3. 68) 
现在 引入 余 微 分 算 子 9, 定 义 为 
一 (Pd’, (3. 69) 
如 果 空 间 维 数 ”为 奇数 , 则 
$= (—)**d*, (3. 70) 
如 果 空 间 维 数 ” 为 偶数 , 则 
= )'d’.。 (3.71) 


算 子 8 的 作用 是 将 户 形式 变 为 (p 一 1)- 形 式 , 正 好 与 外 微分 算 子 d 
的 作用 相反 。5 和 d 是 一 对 共 罗 f 算 子 。 仍 以 前 面 三 维 空间 为 例 , 有 


6ao ="*d"ao ="d(f Cr)dz! A dr A dz’) =0, (3.72) 
6ai 一 (一 dan 


一 (一 )* d(vidx’ 人 dz3 十 vdx’ 人 dzl 十 vdx! 人 dz2 ) 


= OO (Fdrt A dz A dz)= 一 中 


oar: 


= 一 V+，y, (3.73) 
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6as 一 “das =* d(rw;dx') 
= *[(VXwidzr: A dr’+ (VX wdr’ A dr 
二 (VX wadzr! A dr’)] 
= (VXw) .+ dx, (3.74) 


ao = OO da = ("dL$(7)] = ("Bdz!| 


9 9 9 
= 一 (路 dr 人 de 二 熙 人 dz! 十 癌 dr 人 dr) 


=—V$. ds (3.75) 
容易 证 明 ,和 算 子 d 一 样 ,我 们 也 有 
Cw 二 0 或 8 一 0。 (3. 76) 
现在 可 以 定义 拉 普 拉 斯 算 子 A 
A= (d+ = d+ 6d, (3.77) 
作用 在 户 形 式 上 后 ,有 
Au = dsw， + dwp。 (3.78) 


因此 , 算 子 A 的 作用 将 女 形 式 仍 变 为 六 形式 。 仍 以 前 面 三 维 空间 
为 例 , 有 


9 , 2 
Aao = (d8 十 6d)ao = dao =6( fdr )= 9 = 一 YY?f， 


ax’ Dri9d 


(3.79) 
Au 一 (48 十 sd)u = d( 一 V eoL(V Xv) » ds] 
一 一 [VCV ov] .dr 十 [YXxCVXmj .dr 
=— (V2vy) ，。dx, (3. 80) 
Au = das + 6daz = d[(V Xw) .» dx]+6(V . wdr) 
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=[YX (VXw)—VY(V. w)]. ds 
=— (V2w) 。 ds, (3. 81) 


Aas = dias = d(—Y $ds) =—[V. (VD ldr =— (Vi$) de。 
(3. 82) 
下 面 介绍 两 个 定理 : 
霍 奇 定理 ”如 果 M 是 紧 致 的 无 边界 流 形 , 则 任意 户 形 式 wn 
可 以 唯一 分 解 为 如 下 形式 


人 一 da 十 六 on 十 Yp » (3. 83) 
其 中 y, 称 为 调和 形式 ,满足 
Ayp 一 Oo。 (3. 84) 


斯 托 克 斯 定理 设 MM 是 一 个 p 维 流 形 ,其 边界 为 3M, 则 对 任 


| au 一 | oo 。 (3. 85) 


斯 托 克 斯 定理 把 局 域 微分 算 子 d 与 整体 的 边界 算 子 3 联系 起 来 。 
如 果 边 界 是 由 几 部 分 组 成 的 , 则 上 式 右边 为 有 向 和 。 分 别 考虑 
pp 二 0,1, 2,3, 可 以 得 到 如 下 结果 。 

二 1，M 为 线段 a 记 x 声 5, 边界 9M 即 为 端点 x 一 a, 工 一 
5b， wo 二 f(x)，, 可 得 


| “dcz) = FOOD — fla), (3. 86) 
此 即 牛 顿 - 莱 布 尼 芯 公式 。 对 于 p 二 2, 有 
| dA » dx) =| (VX A) “ds = 中 A.dx， (3. 87) 
Ss S 下 


此 即 矢量 分 析 中 的 斯 托 克 斯 公式 。 对 于 p 二 3, 取 
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CU2 一 DenEr dz’ 人 dxi =~E.。 ds， do 一 V。 Edr, 
(3. 88) 
| au 一 | V 五 dr 一 fo 一 PE 。ds， (3, 89) 
此 即 高 斯 定理 。 


3. 麦克 斯 韦 (Maxweli) 方 程 组 
现在 考虑 电动 力学 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 : 


= aB _ _2E_; 
V:E=p,V.B=0,VXE+$ =0,VXB— =j, 


(3. 90) 
按照 矢量 分 析 , 可 以 按 下 列 方 式 引 入 矢 势 A 和 标 势 $， 
B—VxXA,E-——v$— 答 。 (3. 91) 
当 A 和 和 # 做 如 下 变换 时 ,E, B 不 变 ; 
A>A’ =A—V,$ > =$+ (3. 92) 


EE o 
这 个 变换 称 为 规范 变换 。 因 此 ,电磁 理论 是 一 个 规范 对 称 的 理论 。 
由 于 规范 对 称 性 ,可 以 选择 让 势 满足 一 定 的 条 件 , 即 规范 条 件 。 如 
洛 伦 兹 规范 条 件 : 


V.A+2 =0, (3. 93) 
引 人 四 维 形 式 ， 
x = (tx), Ar = ($, A), jr = Cp, )), 
9, = 9/9x* = (9,, VY), (3. 94) 
则 规范 变换 可 以 改写 为 
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Ar*—A*=Ar+of。 (3. 95) 
规范 条 件 可 以 写成 
9uA* = 0。 (3. 96) 
而 场 强 和 势 的 关系 可 以 推广 为 
Fo 一 DA 一 9 AAA“ (3. 97) 
相应 地 ,麦克 斯 韦 方 程 组 可 以 改写 成 
9Fr = 8, ,Fat oF tAF, 一 0。 (3. 98) 


可 以 看 到 ,四 维 形式 比 三 维 形式 要 简洁 许多 。 下 面 可 以 看 到 ,用 微 
分 形式 来 表示 会 更 加 简洁 。 
引入 1- 形式 : 


A= A dr, j= jr) de, (3. 99) 
场 强 可 以 表示 为 


F=dA= dr A de =300,A,—9ADde A dr 
一 于 Fo(Cz)dze A dx, (3. 100) 


这 是 一 个 2- 形 式 。 规 范 变 换 可 以 写成 


A—>A’=A+tdf. (3. 101) 
规范 不 变性 可 以 从 外 微分 算 子 的 性 质 由 二 0 自然 得 到 
F=dA’=dA=F, (3. 102) 
齐 次 方程 成 为 恒等式 
dF = ddA = 0。 (3. 103) 
而 非 齐 次 方程 可 以 写成 


6F 一 7。 (3. 104) 
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4. 黎 曼 (Riemann) 流 形 


定义 ” 黎 曼 流 形 是 一 个 光滑 流 形 , 在 其 上 定义 了 连续 的 协 变 


1) g 是 对 称 的 ， 
gr(X, Y) = gz(Y，X)， (3. 105) 
2) 对 所 有 X E T.(M), 仅 当 Y = 0 时 才 有 
gr(X, Y) 一 0。 (3. 106) 
这 样 的 流 形 称 为 具有 黎 曼 结构 。 如 果 
gz(X, X) >0, VXET(M, XA0, rE M, (3.107) 


则 称 该 流 形 为 真 (proper) 黎 曼 流 形 或 黎 曼 流 形 ,否则 称 之 为 伪 黎 

曼 流 形 或 广义 黎 曼 流 形 。 物 理 上 常用 的 四 维 闵 可 夫 斯 基 

(Minkowski) 空 间 就 是 广义 黎 曼 流 形 。 张 量 g 实际 上 在 切 空间 

TCMD 上 定义 了 一 个 内 积 ,使 其 成 为 一 个 内 积 空间 。 即 
gr:TCOMD) XT CO 一 人 zEM。 (3. 108) 

在 xz 点 选 局 部 坐标 系 , 取 自 然 基 , 则 有 

(X,Y)= ge(X, Y) = gy TE Xx), X= £09, Y = yo9io 


(3. 109) 
切 矢量 X 的 模 可 以 定义 为 
XI? = gs (72), (3. 110) 
还 可 以 定义 两 个 切 矢量 之 间 的 夹 角 


(X，Y) 
0(X, TY) 一 一 和 -人 一， X,Y z 。 。 


由 此 可 见 , 流 形 M 的 歼 曼 结构 由 矩阵 GCx) 二 (gy (x)) 决定 。 可 
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以 证 明 , 上 述 表 达 式 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 。 
设 yGD ,ETI=[a, 6] 是 歼 曼 流 形 M 上 的 一 条 光滑 曲线 ,在 
M 上 沿 曲线 y(2) 的 切 矢量 为 


dd 3 
X= 地 二 第 冯 ?， (3. 112) 
其 模 长 为 
人 


因此 ,曲线 的 弧 长 为 积分 


COD = 人 1xild= (8 至 至) d。 (3.114) 


因此 , 曲线 y(2) 的 弧 长 微分 的 平方 为 
ds = gy dz: dri, (3. 115) 
如 果 流 形 上 有 两 点 p,，9, 则 把 在 M 上 连接 p, 9 这 两 点 的 所 
有 可 能 的 分 段 光滑 曲线 中 最 短 的 长 度 定义 为 点 2 与 9 之 间 的 距 
离 , 并 把 这 条 曲线 称 为 短程 线 或 测 地 线 。 
例 3 通常 的 欧 氏 空 间 R" 是 一 个 最 简单 的 ” 维 黎 曼 流 形 。 
对 于 直角 坐标 系 {x;} ,其 黎 曼 结构 由 


gy =6 (iyj=1,2,.,n) (3. 116) 


给 出 ,并 有 
ds? 一 dz 十 dz 十 … 十 dzz。 (3. 117) 


欧 氏 空间 的 任何 一 个 子 流 形 都 是 黎 曼 流 形 , 其 黎 曼 结构 可 由 
所 髓 人 的 欧 氏 空间 的 度量 诱导 而 成 。 例 如 二 维 单位 球面 M = 5? 
是 R’ 的 子 流 形 。 在 R 中 取 直 角 坐 标 系 (x1 ，zx2，Zxs} , 则 有 


ds: = dz’ 十 dx? 十 dx:。 (3. 118) 
在 M 上 的 开 集 U 上 取 局 部 坐标 系 {u, ws) ,其 中 力 = 90, uz = $。 
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根据 
Xx!1 = sin bcos$, zs = sinOsin$, xs = cos0, (3.119) 
由 此 可 得 
ds? = df + sin?0d# ， (3. 120) 


g11 一 1， g22 一 sin20， Bl12 一 821 一 0。 (3, 121) 


$3.3 同 伦 与 同调 

1. 同 伦 和 同 伦 群 

现在 来 考虑 两 个 空间 , 其 中 一 个 有 洞 。 对 于 没有 洞 的 空间 
Xi ,经 过 z 点 的 闭合 路 径 都 可 以 通过 连续 变形 收缩 到 zi 点 。 而 
对 于 有 洞 的 空间 X; ,经 过 zz: 点 的 闭合 路 径 则 有 两 类 ,一 类 可 以 通 
过 连续 变形 收缩 到 zi 点 ,而 另 一 类 则 不 能 通过 连续 变形 收缩 为 一 
点 。 也 就 是 说 ,第 一 个 空间 上 存在 的 闭合 路 径 只 有 一 种 等 价 类 ,第 
二 个 空间 上 存在 的 闭合 路 径 有 两 种 等 价 类 , 称 之 为 同 伦 类 。 设 
IT= [0, 1] € R 是 单位 闭 区 域 ,X 为 拓扑 空间 , 若 有 映射 


a:T—> 入 ， (3. 122) 


使 得 
a(0) = zx0, all) 一 Zi (zo, x € X), (3. 123) 
则 称 a(z) 为 拓扑 空间 XX 内 从 zo 到 zi 的 一 条 道路 。zo 称 为 道路 


112 第 3 章 微分 几何 


的 起 点 ,zi 为 终点 。 如 果 对 于 在 X 中 的 任何 两 个 点 zxo, zl E X， 
都 有 一 条 包含 在 X 内 从 ze 到 的 道路 az), 则 称 此 拓扑 空间 X 


a l(t) =a(l—?) (3. 124) 


是 拓扑 空间 X 内 从 zi 到 zo 的 一 条 道路 , 称 为 az) 的 逆 道 路 。 如 
果 起 点 终点 是 同一 点 ,就 成 为 闭合 路 径 或 圈 (loop)。 两 个 圈 的 乘 


法 定义 为 
a2D, 0<t<12, 
YO TehB (gD), V2<t<1, 125) 
表示 先 绕 a 路径, 再 绕 8 路 径 而 构成 的 闭合 路 径 y。 两 个 圈 称 为 是 
同 伦 的 ,如 果 存 在 映射 Flz, s) ,使 得 


记 为 xs 8。 同 伦 是 一 个 等 价 关 系 , 即 有 性 质 


(1) 自 反 律 :a sz a， 

(2) 对 称 律 : a A 6 过 BB 之 a， 

(3) 传递 律 : a Bp, BY 之 a 之。 

用 [ej 标记 图 a 的 同 伦 类 ,而 乘法 定义 为 [a] * [8] = [e p]， 
将 恒 等 映 射 的 同 伦 类 视 为 单位 元 , 则 所 有 以 zo 为 基点 的 同 伦 类 集 
合 构成 群 , 称 为 第 一 同 伦 群 (homotopy group) 或 基本 群 , 记 为 
xCX，zo) 。 同 伦 群 可 以 用 来 描述 空间 上 的 洞 的 情况 。 

容易 证 明 , 对 于 道路 连通 的 流 形 , 同 伦 群 x,(X) 仅 与 流 形 结构 
有 关 , 与 基点 的 选择 无 关 。 如 果 mm《X) 仅 含 单位 元 (平凡 群 ), 则 称 
此 流 形 为 单 连通 流 形 。 如 户 ,S"(n 之 2) 等 都 是 单 连通 流 形 。 如 
果 间 伦 群 xm,《X) 非 平庸 , 则 表示 流 形 存在 二 维 洞 ,如 对 环 面 本 :等 
我 们 有 

XA1(S') = 2Z, m(T’) 一 和 中 (3. 127) 


而 对 于 单 连通 流 形 , 如 EE*, S (2 之 2) 等 ,我 们 有 
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mS") 一 (0) (2 之 2)，m(CE") 一 (0)。 (3. 128) 


类 似 地 可 以 定义 高 阶 同 伦 群 x(X) ,用 来 描写 流 形 上 存在 的 上 十 1 
维 洞 。 第 一 同 伦 群 wm,(X) 是 通过 映射 


S'—X (3. 129) 
来 定义 的 。 因 此 高 阶 同 伦 群 mCX) 可 以 通过 映射 
St:—>X (3. 130) 


来 定义 ,其 中 还 可 以 包括 x。(X)。 第 0 同 伦 群 zo(X) 可 以 通过 
映射 
SX， (3. 131) 


即 映 射 
{+1,—1}—>X (3. 132) 


来 定义 。 因 此 ,xo。(X) 描 写 了 流 形 X 连通 分 支 的 个 数 ,对 于 连通 
流 形 ， 
no(X) = {0}。 (3. 133) 


对 于 维 球面 S"(n 宇 2), 有 
mS) = mF) = 2, mS) = (0}, 0<kon, (3.134) 


高 阶 同 伦 群 的 计算 非常 困难 ,至 今 尚 未 完全 解决 ,但 有 


na(S) = 2Z, mS) = {0} (4k>1), mT) = {0} (4 之 1)。 
(3. 135) 


2. 单 形 与 三 角 章 分 


为 了 有 一 个 程序 化 的 方法 来 计算 基本 群 , 引 人 流 形 的 三 角 剖 
分 的 概念 。 所 谓 单 形 是 欧 氏 空间 的 一 个 子 集 ,一 个 0 维 单 形 o 就 
是 一 个 点 wo ,一 个 一 维 单 形 o 就 是 一 根 有 向 线段 (co， ai ) ,一 个 二 
维 单 形 o? 就 是 平面 上 的 一 有 向 三 角形 (ao， ai, as) ,一 个 三 维 on 
单 形 就 是 一 个 有 向 四 面体 (a。，al ,az，as)。 一 般 地 ,及 维 单 形 
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o" ,其 定义 为 下 列 (2 十 1) 个 独立 点 (ao 9 CU， "". as) 按 一 个 确定 的 
次 序 所 决定 的 点 集 , 即 集合 


中 一 {x | X= Moao 十 Qi 十 十 Anan， 从 ; 之 0， > -一 1}， 
1 一 0 


一 信人 > 


图 3.3 
这 里 (n 十 1) 点 是 独立 的 ,也 就 是 说 ,n 个 矢量 


(al 一 Go)， (as 一 ao)， “**, 《au — ao) 


是 线性 无 关 的 。 如 果 将 (Mo，hA，…，j) 看 成 是 放置 在 点 (ao， 
aa，…，a") 上 的 质量 , 则 z 就 是 这 个 质量 体系 的 质心 。 因 此 , 当 所 
有 4 天 0 时 ,z 位 于 单 形 的 内 部 。 而 当 某 个 人 一 0 时 ,xz 位 于 相对 
于 顶点 a’ 的 一 个 “ 面 * 上 。 对 于 单 形 中 ,可 以 定义 它 的 边界 ao , 比 
如 对 二 维 单 形 ， 


(3. 136) 


0 一 (ao ， Ui, Q2)， (3, 137) 
其 边界 为 
do? = (ao，ai) 十 (aly，az) 十 (az，ao)。 (3. 138) 
注意 
(az 9 ao) 一 一 《ao 9 a2 )。 (3. 139) 
一 般 地 有 


dg" 一 > ( 一) ao， Ql ”9 区 一 19 人 1 9 “9 Qn ) 。 〈3. 140) 
i=0 


不 难 验证 ， 
3(3o) 一 0， (3. 141) 


即 边 界 的 边界 恒 为 零 。 现 在 可 以 定义 复 形 的 概念 。 
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定义 ”R" 中 的 有 限 个 单 形 的 集合 KK ,如 果 满 足以 下 两 个 
条 件 ， 

(1) 若 单 形 包含 于 天 , 则 c 的 任意 面 均 属于 K， 

(2) 车 两 个 单 形 Oo， 02 包含 于 K, 则 1 门 cs 或 是 空 集 ,或 是 ol 
和 oz 的 公共 面 ， 
则 称 KK 为 复 形 。 若 工 是 复 形 ,上 且 工 和 天 , 则 称 工 为 K 的 子 复 形 。 
如 果 拓 扑 空间 X 与 K 同 胚 , 则 称 K 是 拓扑 空间 X 的 一 个 三 角 剖 
分 。 三 角 剖 分 不 是 唯一 的 。 


图 3.4 
如 对 于 S' ,其 痢 分 可 见 图 3. 4 所 示 。 可 以 写成 


天 一 {ao， U1， GQ2，, (ao， Q1)， (al， C2)， (az ， Co)}， (3. 142) 


即 由 三 个 顶点 (0 维 单 形 ) 和 三 条 楼 (1 维 单 形 ) 组 成 。 如 果 流 形 M 
一 个 三 角 剖 分 ,其 中 p 维 单 形 的 数目 为 zs, 则 流 形 M 的 欧 拉 数 
定义 为 交错 和 


XM = 2 qd, (3. 143) 
这 是 一 个 拓扑 不 变量 ,与 剖 分 无 关 。 对 于 维 球面 ,我 们 有 


X(S") 一 1 十 (一 1)"。 (3. 144) 


3. 同调 群 


除了 同 伦 群 , 流 形 的 另 一 个 重要 的 拓扑 不 变量 是 流 形 的 各 阶 
同调 群 ， 瓦 CMVM) 。 两 个 同 胚 的 流 形 其 同调 群 同 构 。 先 来 考虑 两 个 
空间 X1，Xz ,其 中 Xes 有 洞 。X1，X 分 别 与 右边 的 同 胚 , 即 Xi; 同 
胚 于 二 维 单 形 呈 ,而 Xs 同 胚 于 三 个 一 维 单 形 构 成 的 空间 , 即 o 的 
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边界 。 易 见 ,ce 的 边界 不 再 是 别 的 任何 空间 的 边界 了 ,边界 的 边 
界 总 是 零 。 这 一 事实 提示 了 一 个 描写 空间 是 否 含有 洞 的 方法 。 


3.5 


流 形 M 中 维 单 形 的 整 系数 线性 组 合 称 为 流 形 M 中 的 p- 链 
(pchain) : 


co 一 > aic9， (3. 145) 
流 形 M 中 所 有 廊 链 的 集合 ， 
CCM) = {c,) (3. 146) 


在 加 法 下 构成 群 ,这 是 一 个 Abel 群 。 引 入 边界 算 子 3, 将 p 维 单 
形 映射 为 p 一 1 维 单 形 


9:C,(M) > CO， (3. 147) 
0 维 链 的 边界 定义 为 零 。 由 此 可 以 定义 两 个 重要 子 群 
Z, = {zp | 9zp = 0, zy € CCM), (3. 148) 
称 为 p- 闭 链 (p-cycle)。 
B, = {by = 9cpn | coH € Cpn (CNMD )， (3. 149) 


称 为 p- 边 界 链 。 由 于 边界 的 边界 为 零 , 故 边界 链 群 B, 是 闭 链 群 
Zs 的 子 群 。 定 义 商 群 


H;, MW = Z MW /Bs (MW, (3. 150) 
称 为 流 形 M 的 关 阶 同调 群 (homology group) 。 Co， B, 和 2Z。 都 和 
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流 形 的 三 角 痢 分 有 关 , 但 同调 群 日 , 4M) = Z, CMD /B,CM 与 前 分 
无 关 , 是 拓扑 不 变量 。 和 同 伦 群 不 同 的 是 ,对 于 ” 维 流 形 M, 其 同 
调 群 最 多 是 n 阶 的 。 我 们 将 p- 阶 同调 群 的 秩 ( 相 当 于 维 数 ) 称 为 
流 形 的 p 阶 贝 蒂 (CBetti) 数 


b» = dim H,(M). (3. 151) 

它 是 流 形 的 拓扑 不 变量 。 流 形 上 各 阶 贝蒂 数 的 交替 和 称 为 流 形 的 
欧 拉 数 

XM) = DC D0,. (3. 152) 


p=0 
欧 拉 数 是 标志 流 形 平 庸 程度 的 一 个 重要 的 拓扑 数 。 可 以 证 明 ,这 和 
由 三 角 剖 分 得 到 的 欧 拉 数 是 相同 的 。 对 于 维 球面 $ ,有 


H.(S") = Ho(S") = Z, Hi(S") = 0,0<k<n, 


(3. 153) 
故 
2, 当 ?为 偶数 ， 
X(S") = (—1)26, = 二 1 十 (一 1)” = 
名 0, 当 为 奇数 。 
(3.154) 


对 于 二 维 环 面 ,有 


XCT) 一 > (一 1)25 一 1 一 2 十 1 一 0。 (3.156) 
p=0 


$3.4 纤维 从 


纤维 从 将 拓扑 与 微分 几何 相 结合 ,研究 流 形 的 整体 性 质 和 局 
域 性 质 之 间 的 关系 ,许多 物理 理论 都 可 以 用 纤维 从 理论 来 描写 ,如 
规范 场 理论 和 广义 相对 论 等 。 
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1. 纤维 从 的 定义 


设 有 一 个 流 形 M, 称 之 为 底 流 形 , 另 一 个 流 形 下 , 称 之 为 纤维 ， 
则 流 形 M 及 M 上 的 纤维 下 组 成 的 纤维 从 EE = ECUM, FF) 是 这 样 
一 个 流 形 , 局 域 地 ,EE 是 M 和 下 
的 直 积 空 间 。 但 在 整体 上 一 般 
不 能 写成 两 者 的 直 积 。 如 果 整 
体 的 拓扑 结构 也 是 直 积 空间 ， 
则 称 之 为 平凡 从 。 如 对 于 圆柱 
面 ,整体 上 是 圆 环 S! 与 直线 的 
直 积 ,所 以 是 平凡 从 。 但 对 墨 
比 乌 斯 带 , 局 域 地 是 两 个 空间 
的 直 积 ,但 整体 上 不 能 写成 S 
与 直线 的 直 积 ,是 最 简单 的 非 
平凡 丛 。 若 底 流 形 M 可 以 用 坐 
标 领域 {U;} 来 描写 , 则 从 五 可 
以 用 {U; Xx FF) 来 描写 。 在 交 迭 区 域 Un LU， 可 以 用 一 族 所 谓 的 
转移 函数 {@s } 来 描写 纤维 之 间 的 变换 , 即 


BPlo >Flv, xzE€U NU,. (3. 157) 

这 些 转 移 印 数 的 全 体 构成 用 , 称 为 从 的 结构 《CC xu) 
群 。 平凡 从 的 结构 群 只 包含 单位 元 。 纤 维 从 37 
的 严格 定义 还 需要 引信 一 个 投影 映射 ， 站 

A:E—>M,n(u)=zxr, TE M,uEE, (3. 158) 
其 逆 变 换 在 底 流 形 M 上 每 点 x 处 得 纤维 下 。 

rr F,, (3. 159) 

流 形 M 所 有 点 上 的 纤维 都 相互 同 构 , 都 与 标准 纤维 下 = R* 同 构 。 
因此 ,纤维 从 的 严格 定义 包括 了 底 流 形 M, 流 形 上 的 纤维 下 ,结构 
群 G 及 投影 映射 x。 郧 
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E = EM™, F, A, G)。 (3, 160) 

如 果 时 间 空 间 都 是 绝对 的 , 则 四 维 时 空 M = R! x R 可 以 看 

成 是 底 流 形 为 Ri . 流 形 上 的 纤维 为 R 、 结 构 群 为 平凡 群 的 一 个 平 
几 丛 ， 


五 一 (R，RR3)。 (3. 161) 
下 面 给 出 截面 的 定义 。 . 
定义 ”纤维 从 E 的 一 个 局 部 截面 是 一 个 C” 映 射 
oc:U— FE, (3. 162) 
其 中 品 是 底 流 形 M 的 一 个 开 邻 域 ,使 得 
XxX°*olrx)=x, YrEU, (3. 163) 
o:M—FE (3. 164) 


是 一 个 整体 截面 。 从 五 的 截面 是 一 种 规则 , 它 建立 了 底 流 形 M 中 
的 每 一 点 x 和 相应 纤维 下 上 的 点 的 对 应 关系 。 通 过 局 部 坐标 
{Ui) 定义 的 截面 就 是 局 部 截面 。 整 体 截面 的 存在 与 否 和 丛 丈 的 
整体 性 质 有 关 。 对 墨 比 乌 斯 带 ,在 底 流 形 S: 上 可 以 用 两 个 半圆 
U+ 为 局 部 坐标 片 。 


U+= 10: 一 se<0<r 十 sj U_ = (0:r 一 es<0 一 se)， 
(3. 165) 


纤维 下 即 为 实 轴 上 线段 [一 1, 1]。 因 此 纤维 从 结构 可 以 局 域 地 用 
UX FF, 坐标 为 (9, ti ) 及 U_XF 下 , 坐标 为 (9, t_) (3. 166) 


来 描写 。 在 交大 区域 UN 站 CI ( 即 一 e 二 0 二 e, x 一 e 二 0 二 x 十 @， 
分 别 记 为 I， 了)。 转 移 函 数 可 取 为 


ll:t=t, :t=—t。 (3. 167) 
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2. 矢量 从 


现在 考虑 纤维 从 EE 二 EC(M, F, x,G)，, 其 中 底 流 形 M 为 n 维 
空间 ,纤维 下 为 维 矢量 空间 。& 与 可 以 不 相等 。 结 构 群 G = 
GL(k, R) 为 一 般 线性 群 , 即 为 维和 撩 量 空间 的 变换 群 。 称 从 
为 和 撩 量 从 ,可 以 把 矢量 从 看 成 是 用 底 流 形 M 来 参数 化 的 一 族 矢量 
空间 。 如 果 纤 维 是 李 群 流 形 的 话 则 称 之 为 主 从 。 

对 M 的 某 个 邻 域 U;, 可 以 取 局 部 坐标 


X= (rl, x, x) (3, 168) 
对 应 每 一 点 x 上 的 & 维 纤维 ,可 以 选取 基 
{e1(XT), ex), ***, es(X)}。 (3. 169) 
基 的 集合 称 为 标 架 。 则 F 中 的 任意 矢量 可 以 表示 为 
X = £i(x)e(x), (3. 170) 
从 EE 上 的 点 可 以 用 坐标 
(x3 = C70, Ty es ry CT), ET), oe, EL)) 
(3.171) 


来 表示 。 如 果 纤 维 空间 下 是 一 维 矢量 空间 , 则 相应 的 矢量 从 称 为 
线 从 。 这 是 一 族 用 底 流 形 M 来 参数 化 的 直线 。 把 墨 比 乌 斯 带 的 
间隔 [一 1,， 1] 用 RR 代替 ,就 得 到 S 上 的 实 线 从 。 

如 果 在 zx € M 点 上 的 纤维 就 是 该 点 的 切 空间 T- CM) 或 者 余 
切 空间 T: (M), 则 相应 的 矢量 从 称 为 切 从 工 (M) 或 余 切 从 
7* (MD)。 如 果 已 经 取 局 部 坐标 xz 二 《zzT，…, 好)， 可 取 标 准 基 


TC(MD : (3/9x1, 9/97x2, ***, 09/97xn), (3. 172) 
T* (MD : (dz ，dze，…，dz)。 (3. 173) 
切 矢量 可 以 表示 为 


83.4 纤维 从 121 


v, = v(x) -2 ， (3. 174) 
9Z 


余 切 矢量 可 以 表示 为 

rr 一 (CCz)dz。 (3. 175) 
如 果 U 是 另 一 个 邻 域 ,相应 的 局 部 坐标 为 x , 则 在 交 迭 区 域 U 门 
U', 我 们 有 


9 dx’i\ 9 
ar’ 一 (和 )37 » (3, 176) 
dzr = gSide’, (3. 177) 


切 矢量 场 X(z) 即 为 切 和 撩 量 从 TOM) 的 一 个 截面 。 当 选取 局 部 坐 
标 系 后 ,可 表示 为 
X(X) 一 后 (Z)ai。 (3. 178) 


如 果 令 LCMD 为 M 上 所 有 切 丛 截面 ( 切 矢 量 场 ) 的 集合 , 则 可 
定义 矢量 场 间 的 加 法 和 矢量 场 的 数 乘 (实际 上 可 以 与 任意 可 微 函 
数 乘 ) ,因而 构成 矢量 空间 。 通 常 将 这 个 矢量 空间 的 基 矢 量 称 为 标 
架 场 。 并 且 , 对 于 其 中 任意 两 个 矢量 场 


Xx) = (x)9;, Y(x) = ¥ (7x)9;, (3. 179) 
可 以 定义 对 易 子 运算 
[X, Y= (&9%: — 9é8)9 = Zzx) E LM), (3.180) 


因此 集合 LCMD) 构 成 实数 域 上 的 李 代 数 。 
余 切 矢量 场 W(zx) 邯 为 余 切 矢量 从 T* (MD) 的 一 个 截面 。 当 
选取 局 部 坐标 系 后 ,可 表示 为 


W(x) = wx) dz’。 (3. 181) 


余 切 矢量 场 W(z) 又 称 为 普法 夫 (Pfaff) 形 式 或 微分 1- 形 式 。 它 
与 切 矢量 场 对 偶 , 即 


W(x), Xx) = wx)E' (zx), (3. 182) 
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3. 联络 
在 讨论 纤维 从 的 局 部 性 质 时 ,需要 引入 联络 的 概念 。 联 络 定 
义 了 协 变 微 商 和 矢量 沿 底 流 形 M 上 的 曲线 进行 平行 移动 的 方式 。 
考虑 R? 中 的 单位 球面 S: ,球面 上 的 点 可 用 坐标 
1(O, 内 = (sin bcosg，sin bsing, cos 0), OOK OCHR Urn, 
(3. 183) 


n(9, 也 是 球面 上 的 单位 法 向 矢量 。 由 此 可 得 诱导 的 度 规 


85 一 2 . 2 2 . | = ( a0) (3. 184) 
球面 上 两 点 的 距离 可 以 表示 为 

ds 一 dn* dn= gydridr = dF + sin:0d。 (3.185) 
定义 矢量 


Ul 一 9 = (cos Ocos $, cos bsin $, — sin 0)， (3. 186) 
Uz = dn = (— sin Osin $, sin bcos $, 0)。 
这 是 球面 上 的 两 个 切 矢 量 ,可 以 作为 切 空间 的 基 。 有 
UW = N=uU n= 0。 (3. 187) 
任意 切 和 失 量 都 可 以 用 wu; 和 ws 表示 出 来 。 下 面 来 计算 偏 微分 
gi = (— sin bcos $, 一 sin bsin $, — cos 0) =—n, 
G1 = (一 cos bsin $, cos bcos $, 0) = (cos 0/sin Ou = cot us, 


ga; = (— cos Osin $, cos cos $$, 0) = cot Ous， 


gu2 = (一 Sin Ocos $, sin bsin $, 0) =— sin:On 一 sin bcos Ou 。 
现在 可 以 定义 关于 切 矢 量 x 的 协 变 微 商 V:: 
Va Ui =0, Vu Ws—Vw ui=cot Ou2, Vu Ws = —sin bcos Oui1, 
(3. 188) 
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由 此 定义 了 S: 上 的 列 维 - 奇 维 塔 (Levi-Civita) 联 络 。 将 上 式 写 成 
Vau; = Ul, (3. 189) 

其 中 联络 的 克 氏 (Christoffel) 符 号 为 
[42 二 TT 和 二 cot 9, 了 一 一 sin gcos ,其 余下 一 0。 (3. 190) 


我 们 可 以 一 般 地 来 定义 协 变 微分 , 即 定义 映射 ,满足 
(1) 线性 


VlaX +0Y) =aVX+bVY,a, bE R, (3.191) 
(2) 莱 布 尼 蒋 规则: 
V(X@Y = (VXOY+XOVY, (3.192) 
VW, X) = (VW, X) + (W, V X), (3. 193) 
(3) 对 于 函数 f, 有 


Vf = df, (3. 194) 
(4) 当 切 矢量 取 局 部 坐标 后 , X 二 &*e。, 则 有 
VX = dé°C es EVe,。 (3. 195) 


由 上 式 可 见 , 知 道 了 对 基 矢 量 的 协 变 微分 ,就 可 以 得 到 对 所 有 张 量 
的 协 变 微分 。 根 据 前 面 的 例子 ,可 以 将 对 基 矢 量 的 作用 写成 


Ver(z) 一 TeCz)ee(Cz)， (3. 196) 
其 中 
Ti(x) = TY (x) dr’, (3. 197) 
称 为 联络 1- 形 式 。 这样, 对 切 矢量 的 协 变 微分 可 以 写成 
VX = (dé°+ é*T'$)e,。 (3. 198) 


加 上 联络 之 后 ,使 得 张 量 场 的 协 变 微分 仍 为 张 量 场 。 由 切 从 联络 
可 以 得 到 余 切 从 上 的 诱导 联络 ,利用 基 矢 量 的 对 偶 关 系 可 以 得 到 


V(0 es) = 0—>Y0=— TI0. (3. 199) 
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因此 , 余 切 矢量 W = w(z)0"(Cz) 的 协 变 微分 可 以 写成 


VW = (dw — w, I’)0°. (3. 200) 
张 量 场 久 沿 X 方向 的 协 变 微分 定义 为 
VxK = (VK, X), (3. 201) 
选 局 部 坐标 系 后 , 沿 自 然 基 (3;} 的 方向 导数 可 以 定义 为 
ViK = (VK, 3,), VK = (ViK) dxi, (3. 202) 
对 切 矢量 X, 有 
VX = (dé°+ T$é’)e, = (9€°/97xi + TSé’)e dx 
= (+ Tt)edr' = 0dr', (3. 203) 
因此 
ViX = £0, (3. 204) 


仍 是 切 矢量 场 。 可 以 证 明 , 联 络 不 是 张 量 ,联络 的 选择 具有 一 定 
的 任意 性 。 但 由 联络 可 以 得 到 一 个 重要 的 量 , 曲率 2- 形 式 , 0 
定义 为 

= dr 十 EATS 或 0Q= dr 十 TA TT。 (3.205) 
可 以 证 明 曲 率 2- 形 式 是 流 形 上 的 张 量 场 。 这 是 流 形 上 的 一 个 很 
重要 的 量 。 由 此 可 以 得 到 

d=Q0AT—TA DQ, (3. 206) 

称 为 比 安 基 (Bianchi) 恒 等 式 ,这 是 流 形 上 联络 所 必须 满足 的 条 
件 。 这 相当 于 协 变 导数 所 满足 的 雅 可 比 恒 等 式 


[LYx, Yrj], Vz] 十 [LVy, Yz], Yx]+[[Vz, Vx], Vr] = 0。 
(3. 207) 
取 局 部 坐标 系 后 可 以 写成 


0 = Rad A dr, (3. 208) 
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其 中 
RS = LT%,;— ,t+ PETE— PET (3. 209) 
如 果 定 义 算 子 
R(X, Y) = [VYx, Vr |] — VIx,Y,， (3. 210) 
则 有 
R(9;, 9i)es 一 Raes。 (3. 211) 


因此 ,曲率 张 量 和 协 变 导 数 的 不 可 对 易 性 有 关 。 对 于 黎 曼 流 形 , 联 
络 可 以 用 度 规 张 量 及 其 导数 表示 


I 一 8™ (Qigs 十 985 — OB), (3. 212) 
称 为 黎 曼联 络 。 而 曲率 张 量 为 

bs = I TY, Th TR Th TI? (3. 213) 
由 曲率 张 量 指标 缩 并 可 以 得 到 里 奇 (Ricci) 张 量 


Rs — Rs， (3.214) 
进一步 缩 并 得 到 曲率 标量 
R= giR,. (3. 215) 
爱 因 斯 坦 由 此 建立 了 广义 相对 论 的 基本 方程 
Rs — BgaR + Aga 一 8nGT，， (3. 216) 


即时 空 的 性 质 由 其 中 的 物质 分 布 所 决定 。 对 于 规范 场 ,联络 即 规 
范 势 
A(z) = Ase(Cz)Tedzr。 (3. 217) 


而 曲率 即 为 规范 场 强 


F=dA+AAA=3P, Td A dr, (3.218) 
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其 中 
Fo (z) = 9A (zx) — a3ALCD) + fA CA). (3.219) 
常数 度 为 规范 群 的 结构 常数 。 下 满足 比 安 基 恒 等 式 
dF+AAF-FAA=0. (3. 220) 
作用 量 可 以 写成 
Ss= | uF AD， (3. 221) 


4. 示 性 类 

纤维 从 通常 用 一 些 拓扑 不 变 的 整数 ( 称 为 示 性 数 ) 来 标志 其 
和 平庸 从 的 偏离 , 当 我 们 引入 联络 以 后 ,这 些 示 性 数 可 以 用 由 联 
络 表示 的 示 性 类 在 整个 底 流 形 上 的 积分 表示 出 来 。 但 积分 的 结 
果 ( 示 性 数 ) 与 联络 的 选择 无 关 , 是 拓扑 不 变量 。 在 纤维 从 上 可 
以 定义 很 多 不 同 的 示 性 类 ,如 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 尼 类 、 上 庞 特 里 亚 金 
(Pontrjagin) 类 、 陈 (陈省身 ) 类 和 欧 拉 类 等 。 对 于 2n 维 黎 曼 流 形 ， 
欧 拉 类 定义 为 


eCM) Qa 人 oo0 人 (2-12 。 《3. 222) 


1 

天 TAR 

欧 拉 类 对 底 流 形 积 分 即 得 欧 拉 数 
XxCVD = | eo, 

此 即 高 斯 - 博 内 (Gauss-Bonnet) 定理 ,是 更 一 般 的 阿 蒂 亚 - 辛 格 

(Atiyah-Singer) 指 标定 理 的 特例 。 


§3.5* 拓扑 缺陷 
1. 畴 壁 (Domain Wall) 


畴 壁 的 出 现 一 般 联 系 于 离散 对 称 性 的 破 缺 ,真空 流 形 M 将 有 
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数 个 不 连通 的 分 支 。 畴 壁 发 生 于 不 同 分 支 空间 区 域 之 间 的 边界 
上 。 具 有 双 阱 势 的 最 简单 成 德 斯 通 模型 就 存在 一 个 畴 壁 解 ， 


L= $09$ 一 分 (同一 六)?。 (3. 223) 
从 (3. 223) 式 可 以 得 到 % 场 的 运动 方程 
328 _ 一 
F327 PF) 一 0。 (3. 224) 
上 述 方 程 有 称 为 纽 折 (kink) 解 的 解析 解 : 


gz) = tanh| /Sn |. (3. 225) 


显然 , 畴 壁 的 曲率 半径 比 它 的 厚度 要 大 得 多 。 暑 壁 的 厚度 约 为 
6 ~ WAn)!。 (3. 226) 


在 壁 的 中 心 ,真空 能 量 p ~ 174， 表面 能 量 密度 c ~ p6 一 V7? 。 利 
用 能 动 张 量 公 式 


To = 9,$9,$ — ga"** (3. 227) 
我 们 有 
T= $m leosh( /Ar)| . (3. 228) 
由 这 些 方程 即 可 导出 表面 能 的 精确 表达 式 
= Tdr = 2 in. (3. 229) 
2。 纺 (string) 


如 果真 空 流 形 M 不 是 单 连 通 的 ,或 者 说 M 含有 洞 就 可 能 引 
起 弦 。 从 拓扑 上 来 说 ,M 具有 非 平庸 的 基本 群 , mm GMD 并 最 简 
单 的 例子 可 以 考虑 U(1) 规 范 理论 , 拉 格 朗 日 函数 为 


一 工 D gt 一 上 /grm 
ZL= 5D,@ DB— FFoFr —A(B B—37) 


2 
© 


(3. 230) 
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其 中 
F, =9,A,—9A,, DB=9,B—ieA,, (3.231) 


依照 §2.5 中 的 讨论 ,该 理论 是 对 称 性 自发 破 缺 的 ,真空 流 形 M 
由 满足 (| 下 |) 一 访 池 的 点 构成 。 自 发 破 缺 后 的 物理 态 由 质量 为 


M3 二 2X0? 的 标量 粒子 与 质量 为 M# = ezo2 的 矢量 粒子 构成 。 
运动 方程 的 弦 解 首先 是 由 尼尔森 (H. B. Nielsen) 和 奥 利 森 
(P. Olesen) 发 现 的 。 在 方向 上 的 无 限 长 直 弦 解 是 


DB~ (y/V2)expling), A ~ 一 ie 13. [lnY2@/o]， (3.232) 


其 中 0 是 z 一 > 平面 上 的 极 角 ,是 弦 的 绕 数 。 在 通常 情形 下 ,我 
们 仅 对 n = 1 的 情形 感 兴趣 ,因为 > 1 的 弦 将 误 变 成 条 弦 。 
利用 (3. 232) 式 容易 证 明 ,a. 理 和 A. 对 于 D,@ 的 贡献 互相 抵消 ， 
所 以 在 大 距离 上 FF->0 以 及 3.@->0。 从 而 尼尔森 - 奥 利 森 弦 是 
有 限 能 的 。 

无 限 长 直 弦 的 单位 长 度 能 量 


= = |rardox =— |rdrdoy 


一 上 
(3. 233) 


其 中 B= V XA 和 是 联系 于 U(C1) 规 范 场 的 “磁场 。 在 弦 内 总 磁 流 
是 2(2x/e) 。 由 于 A, 和 号 没 有 精确 的 解析 解 , 只 有 数值 解 和 近似 
的 解析 解 


2 2 
工 3@ iA,® +V(G) + 多 


a@l? 
or 十 7 90 


了 
V2 


A= Dp 


P= [1— exp(—r/ri) jexp(— i0),， 


(3. 234) 


其 中 和 vs 正比 于 ,并 依赖 于 看 合 常 数 e 和 AX。 所 以 ,除了 在 
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My = Ms 的 特殊 情形 ,w 不 能 在 精确 形式 下 计算 。 在 后 者 情形 下 ， 
A 和 下 的 运动 方程 退 耦 , jy 一 x。 就 一 般 情形 而 言 ,yw 是 M%/MS 
二 @:/24 的 缓 变 函 数 。 

弦 解 一 般 联系 于 下 述 对 称 破 缺 G 一 五 , 真空 流 形 M = G/H 
含有 不 可 收缩 的 圈 , 即 圆周 到 M 上 的 映射 不 是 平庸 的 。 在 上 述 全 
子 中 , G==U(1), 旦 = 了 以 及 M = U()。U(1) 群 的 群 流 形 能 表 
示 成 圆周 上 的 点 。 所 以 LU(1)] 是 圆周 到 其 自身 的 映射 。 这 样 
的 映射 可 用 它 的 绕 数 来 表征 , 即 9 一 n9(n = 二 0, 1，…) 来 表征 ,所 
以 mLU(G1)] = 2Z, 这 是 一 个 整数 加 法 群 。 


3. 单 极 子 (monopole) 


单 极 子 是 类 点 状 拓扑 缺陷 , 它 也 可 以 在 对 称 自 发 破 缺 的 规范 
理论 中 得 到 。 最 简单 的 模型 是 SO(3) 一 U(1) 规 范 理论 , 拉 格 朗 日 
函数 为 


Y= FD, Dg 一 开本 Fw 一 全 (生男 一 太 )?， 


(3. 235) 
其 中 
Fh = 9 — 0A — eewAsA;, 


DD, =9,d — eew As PD, 


a 二 1,，2,， 3 是 群 指标 。 通 过 希 格 斯 机 制 ，SO(3) 的 3 个 规范 玻 色 
子 中 2 个 获得 质量 M% = e7, 并 存在 一 个 物理 的 希 格 斯 粒子 , 它 
的 质量 为 M& 一 jc 。 | 

考虑 所 谓 的 “ 刺 狂 ” 场 相 ,使 gr 的 方向 平行 于 位 形 空间 的 单 
位 矢量 *。 当 -一 co 时 , 求 对 称 解 为 


Br, t) ~ 97, (3. 236) 


人 xy 1) ~ ep PF /er 
正如 暑 壁 和 宇宙 获 解 一 样 ,连续 性 要 求 希 格 斯 场 当 + -> 0 时 为 零 。 
单 极 子 的 尺寸 , 即 rq 关 闻 的 区 域 大 约 是 坟 ! 阶 的 。 刺 猎场 相 的 
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能 量 来 源 于 两 种 贡献 , 真空 能 以 及 它 的 空间 变化 梯度 能 量 。 具 体 
计算 方式 为 


E= |dzx=— |dzY 


4xf rn (KD) HK’ 
= 人 |, dr K+ 27 + 2 


GH HY vi/H pp)’ 
+ CH + 和 (全 一 7e2) ]， (3.237) 


27- 
其 中 ”″“ ”表示 对 的 导数 , 入 Cr) 和 五 (~) 通 过 下 式 定 义 
本 一 五 (r) 六 ， 


er 
(3. 238) 


As = 0 As = 1—K(r) 
0 » i er o 


函数 K(r) 和 日 (7) 依 赖 于 YX/e = 二 Ms/My, 在 通常 的 情形 下 不 存 
在 精确 解 。 但 是 ,在 所 谓 的 普 拉 萨 德 - 萨 默 非 尔 德 (Prasad-Som- 
merfield) 极 限 Ms /My 一 0 下 ,有 精确 解 


一 wm 
Kn) = Tipo/ (3. 239) 


五 (Cr) = (r/ro)coth(r/ro) 一 1 


其 中 mm = (ey) ,在 普 拉 萨 德 - 萨 默 非 尔 德 极限 下 , 单 极 子 质量 为 
mm 一 4xwe = My/a。 

如 果真 空 流 形 M = G/ 互 含有 不 可 收缩 的 曲面 ， 那么 规范 场 
相 和 和 希 格 斯 场 相 将 对 应 于 单 极 子 场 相 ,这 就 是 说 ,二 维 球面 到 M 
上 的 映射 是 非 平庸 的 。 从 拓扑 上 来 说 , 当 x GMD 关 T 时 ,理论 可 能 
产生 单 极 子 解 。 如 果 C 的 群 流 形 是 单 连通 的 ,那么 xz(G/H) = 
xm《 昌 )。 如果 群 流 形 不 是 单 连 通 的 ,上 述 结果 推广 成 x (G/H) 一 
ma (HDV (CG) 。 在 我 们 的 例子 中 , G = SOC3), H = U(Q), 所 以 


me(SO(C3)7UGD) = m (UY /mSOY)) = Z/Z:, (3.240) 
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即 模 为 2 的 整数 加 法 群 。 
4. 纹理 (texture) 


在 三 维 空间 中 ,一 种 新 型 的 拓扑 缺陷 一 一 纹理 是 由 三 维 球面 
S’ 到 真空 流 形 M 的 非 平庸 映射 来 表征 的 。 描 述 纹理 的 最 方便 的 
方法 ,可 从 一 维和 二 维 的 非 奇异 孤子 开始 ,它们 分 别 用 于 CM) 和 
xz (MD 的 元 来 分 类 。 首 先 考虑 具有 墨西哥 草帽 势 的 复 标量 场 
内 zz， ,该 理论 的 真空 是 一 个 圆周 ,所 以 x (MD = Z。 现在 假定 当 
Zz 一 土 cc 时 消 趋向 于 相同 的 值 。 这 一 边界 条 件 导 致 了 一 条 与 圆周 
拓扑 等 价 的 直线 , 场 相 可 以 具有 非 平 庸 的 绕 数 。 三 重 态 场 风能 以 
类 似 的 方式 构成 二 维 的 纹理 ,# 场 在 无 穷 远 处 有 相同 的 边界 条 
件 ,并 且 真 空 流 形 为 S$ 。 类 似 地 ,S? 到 三 维 纹理 的 真空 流 形 M 的 
映射 是 非 平庸 的 , 即 x CMD 关 了。 


5. 拓扑 缺陷 的 同 伦 群 分 类 


在 上 述 讨论 中 ,已 经 看 到 真空 流 形 的 拓扑 决定 了 在 一 个 特殊 
的 对 称 性 破 缺 下 ,缺陷 是 否 存在 。 利 用 同 伦 论 ,我 们 可 以 用 z 忧 (MD) 
对 真空 流 形 分 类 , 这 一 工作 首先 是 由 基 布 尔 (T. W. B. Kibble) 建 
议 的 。 


基 布 尔 认为 ,在 宇宙 膨胀 时 ,宇宙 温度 将 会 下 降 , 宇宙 发 生 相 
变 , 从 而 产生 各 种 拓扑 缺陷 。 这 个 产生 机 制 称 为 基 布 尔 机 制 。 基 
布尔 指出 ,在 宇宙 学 相 变 时 ,任何 关联 长 度 总 是 以 粒子 视界 为 界 。 
粒子 视界 是 指 在 宇宙 时 间 内 无 质量 粒子 能 够 传播 的 最 大 距离 . 
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dp dn =a(D| -2 2 (3. 241) 


如 果 假 设 宇宙 按 寡 律 膨胀 , aocc P(x 汪 1), 则 dp = 二 t/(n 一 1)。 关 
联 长 度 是 联系 于 有 关 集 合 的 最 大 距离 ,在 该 距离 内 希 格 斯 场 是 相 
关 的 。 


$3.6* 群 流 形 的 同 伦 群 
1. Nl (M) 的 计算 


将 紧 致 连通 李 群 G 嵌 人 到 更 大 的 单 连通 群 @E 中 是 可 能 的 ， 
xm(C) 一 了 称 G 为 G 的 通用 覆盖 群 。 作 为 最 熟知 的 例子 ,三 维 正 
旋转 群 SO(3) 是 单 连通 的 ,而 它 具 有 覆盖 群 SU(2)。 将 G 扩大 到 
人 ,未 破 缺 子 群 也 应 包含 在 G 中 的 附加 元 , 即 电 也 应 扩大 到 详 。 由 
于 增加 部 分 能 够 相 消 ,这 些 变化 并 不 影响 到 真空 G/H。 

与 G 群 不 同 , 子 群 
理 可 以 是 不 连通 的 。 
含有 单位 元 e 的 Ho 分 
支 是 互 的 正规 子 群 ， 
即 满 足 砍 om € Ho， 
其 中 ho € Ho,hE€H。 
不 连接 的 各 连通 分 支 构 
成 责 的 陪 集 ，H/,， 
由 于 Ho 是 正规 的 ,所 
以 H/F 是 一 个 商 群 。 
该 商 群 经 常 标 记 成 
m(CB)。 这些 简明 叙述 
导致 了 下 述 定 理 , 该 定 
理 的 严格 证 明 读者 可 参考 希尔顿 (P.J. Hilton) 关 于 同 伦 论 的 专著 。 

定理 设 G 是 连通 且 单 连通 李 群 ,存在 一 个 子 群 互 , 含 有 单 
位 元 的 连通 分 支 为 Ho , 商 群 xo(H) = 再 /Bo 标记 H 的 不 连通 分 
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支 数 ,那么 陪 集 空间 的 基本 群 m(G/H) 与 xoCH) 同 构 ， 
xi(G/H) 全 mo( 互 )。 (3. 242) 


利用 (3. 242) 式 , 弦 解 的 存在 性 问题 就 约 化 成 计算 未 破 缺 子 群 
互 的 连通 性 问题 。 下 面 将 具体 计算 4 个 对 称 破 缺 例子 。 

(1) UC()—I 

在 $ 3.5 中 ,已 经 讨论 过 U(1) 规 范 心 解 。 但 是 ,为 了 使 用 上 
述 定 理 , 必 须 考虑 多 连通 的 U(1) 群 的 覆盖 群 G 一 1 维 直 线 平移 群 
RR,R 的 每 一 个 区 间 [2x(n 一 1), 2xnj] 都 能 1-1 映射 到 U(1) 上 , 即 
U(1) 实 R/2Z。 未 破 缺 子 群 入 由 平移 集 {2xn) 组 成 , 即 整数 加 法 群 
Z。 由 此 ,可 得 x[U(1)] 守 w(2Z) 之 2Z。 

(2) SU(2)—>U(1) 

由 于 SU(2) 是 单 连通 的 ,U(1) 是 连通 的 (mLU(1)] = ,可 
以 直接 猜 出 这 一 对 称 破 缺 不 产生 弦 。 

(3) SU(2)—2, 

由 于 瑟 实 Zi 是 双 连 通 的 , 弦 解 是 被 期 望 存在 的 。 仅 仅 存 在 
两 个 拓扑 区 别 的 基态 ,一 个 具有 2: 弦 , 另 一 个 不 具有 Zi 弦 。 在 真 
实 的 物理 模型 中 ,对称 破 缺 Spin(10) 一 SU(5) x Zi, 也 保留 了 一 
个 未 破 缺 的 Z: 对 称 性 ,由 此 产生 蓄 。 

(4) SU(2)—U(1) XZ, 

这 是 利用 3 x 3 对 称 无 迹 张 量 场 下 构成 的 SU(2) 群 五 维 表 示 
产生 的 对 称 破 缺 。 在 这 一 情形 ,未 破 缺 子 群 U(1) 联 系 于 绕 = 轴 的 
转动 并 加 上 一 个 绕 之 轴 180" 的 转动 Re = diag(1, 一 1, 一 1)。 未 破 
缺 子 群 互 包含 一 个 离散 对 称 性 ,所 以 弦 再 次 被 分 类 为 

mLU() XZ rw[LU) aL) > 2. (3. 243) 


这 类 22 弦 与 (3) 中 的 Zs 弦 有 本 质 的 不 同 。R。 能 起 到 荷 共 配 
算 子 的 作用 ,所 以 荷 电 粒 子 绕 弦 一 周 后 将 具有 相对 的 荷 。 这 样 的 
性 质 ,类 似 于 爱丽 丝 的 镜 中 奇 缘 ,为 此 这 类 弦 命 名 为 爱丽 丝 蓄 。 


2. zx:(M) 的 计算 
如 果真 空 流 形 M 是 以 李 群 的 陪 集 空间 形式 描述 的 话 ,第 二 同 
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伦 群 的 计算 也 将 得 到 较 大 的 简化 。 对 于 单 连通 群 G, 有 
x (G/H) nH), (3. 244) 


其 中 Ho。 是 未 破 缺 子 群 与 单位 元 连通 的 分 支 。 由 于 单 极 子 与 G/ 玖 
中 的 不 可 收缩 曲面 相 联 系 , 即 单 极 子 的 存在 性 与 互 的 多 连通 性 相 
关 。 上 述 结论 能 够 推广 到 G 是 非 连通 群 的 情形 ， 

na(G/H) Sm (Ho) /mGo), (3. 245) 


其 中 Go 是 G 与 单位 元 连通 的 分 支 。 
下 面 将 具体 地 计算 两 个 例子 。 
(1) SU(2) 一 U(1) 
在 三 重 态 希 格 斯 场 自 发 破 缺 中 ,未 破 缺 子 群 是 U(1)。 由 于 
SU(2) 是 单 连通 的 ,有 如 下 的 同 构 
xa(SUC(2)/U()) am (U1)) EZ, (3. 246) 


即 蕴涵 着 以 整数 Z 分 类 的 单 极 子 解 。 
(2) SU(2) 一 U(1) XZ2, 
这 是 在 本 节 (1) 中 考虑 的 例子 ,应 用 (3. 245) 式 以 及 H。 = 
U(1), 有 
ra(SU(2)/U() XZ) 兰 mm[U(GI)] 兰 Z。 (3,247) 


3. 正 合同 伦 序列 


在 前 两 小 节 中 讨论 的 x CMD 和 xs CMD 计算 方法 ,可 以 进一步 
推广 到 同 伦 群 之 间 普 遍 的 同 态 序列 ,经 常 被 称 作 为 正 合 同 伦 序 列 
(exact homotopy sequence) 。 在 这 个 方案 的 每 一 步 ， 正 合 性 要 求 
每 个 同 态 象 是 下 一 个 同 态 的 核 ， 

“NAG) > A (G/H) > ra (H) > A (G) 一 > 
“Xi(G)— m(G/H) — xo(H)., 


如 果 考 虑 正 合 序列 


(3. 248) 
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G —> G; —>G; —>G,, (3. 249) 


在 外 面 的 两 个 群 Gt 和 G4 是 平凡 群 ,那么 同 态 7 应 是 一 个 同 构 。 
由 于 同 态 G; 一 G4 的 核 必须 包含 整个 Gs ,所 以 映射 必须 是 到 上 的 。 
另 一 方面 ,从 G1 一 G: 的 同 态 蕴 涵 着 7 的 核 仅 由 重 等 元 组 成 。 因 
此 ,7 必须 是 1-1 对 应 的 ,所 以 ,假如 (6G) 衬 wi1(G) 衬 了 那么 


Ana(G/H) 之 rlH), (3. 250) 
利用 上 述 一 般 结果 ,有 
Z, G= U(n) (2 之 1)，SO(2)， 
Nl (G) 位 | 


Zi:, G = SO(n) (2 之 3)， (3. 251) 
T， 其 他 紧 致 李 群 C。 
LO (3. 252) 
1, G = U(l), SOC(2), 
na (OG) =|zez G = SO(4), (3. 253) 
Z， 其 他 紧 致 李 群 C。 
了 G= SU 3), SO 0, G, FF, E, 
m (OO) = G = USp(2n), SUC2), SOC3), Spin(5), SOC5) 
(3. 254) 
ZL22nta)! »n 为 奇数 ， 
[USp(2n)] 位 | (3. 255) 
的 Qnr，27 为 偶数 。 
xanL SUN)] = Zu 。 (3. 256) 


在 n 宇 (£ 一 1)/4,& >> 2 的 情形 ， 


Z, k= 3,7(mod 8), 
xa[L USp(2n)] = ， 上 k= 4, 5(mod 8), (3. 257) 
I, k=0,1,2, 6(mod8), 
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在 nn 之 十 2, 上 实 2 的 情形 ， 


Z, k= 3,7(mod8), | 
mL SOC(n)] = 9 k= 0， l1(mod 8) 9 (3. 258) 
1, k= 2, 4， 5， 6(mod 8) 。 


在 n 宇 (十 1)/2, 上 之 2 的 情形 ， 


Z,， 上 为 奇数 ， 


(3. 259) 


第 4 章 非 线 性 方程 


随 着 科学 研究 的 不 断 深入 , 非 线 性 方程 的 求解 受到 越 来 越 多 
的 科学 工作 者 的 重视 ,从 天 文学 、 物 理学、 力学、 地 球 科学 到 生命 科 
学 和 各 类 工程 技术 科学 领域 ,都 会 遇 到 各 种 各 样 的 非 线性 方程 。 
在 物理 学 的 各 个 领域 内 如 流体 力学 、 非 线性 光学 (激光 ) .等 离子 体 
理论 .量子 场 论 等 经 常会 遇 到 大 量 的 非 线性 方程 。19 世纪 30 年 
代 开 始 注意 到 流体 中 的 非 线 性 现象 , 自 20 世纪 60 年 代 开始 , 非 线 
性 科学 有 了 飞速 的 发 展 ,取得 了 大 量 的 成 果 。 在 非 线性 方程 的 求 
解 方面 也 发 展 出 了 许多 系统 的 方法 。 本 章 将 简明 地 讨论 非 线性 方 
程 及 其 应 用 。 


$ 4.1 非 线性 偏 微分 方程 


在 物理 学 的 各 个 领域 内 经 常会 遇 到 大 量 的 非 线性 方程 ,包括 
常 微 分 方程 、 侦 微 分 方程 .差分 方程 和 积分 方程 .函数 方程 等 。 本 
节 将 对 非 线性 偏 微分 方程 作 一 些 简单 介绍 。 


1、KdV 方程 


1834 年 ,英国 学 者 罗素 (J. S. Russell) 偶 然 观 察 到 一 种 奇妙 的 
水 波 , 他 在 1844 年 的 《 论 波动 ) 一 文中 对 此 作 了 生动 的 描述 “我 正 
在 观察 一 条 船 的 运动 ,这 条 船 被 两 匹 马 拉 着 , 沿 着 狭 窗 的 河道 迅速 
前 进 。 突 然 , 船 停 了 下 来 ,河道 内 被 船体 带动 的 水 团 并 不 停止 , 它 
们 育 集 在 船 头 周围 激烈 地 扰动 着 ,然后 水 浪 呈 现 出 一 个 滚圆 而 平 
滑 、 轮 廊 分 明 的 巨大 孤立 波峰 , 它 以 巨大 的 速度 向 前 滚动 着 ,急速 
地 离开 了 船 头 , 在 行进 中 它 的 形状 和 速度 并 没有 明显 的 改变 。 我 
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骑 在 马上 紧 跟 着 观察 , 它 以 每 小 时 约 八 九 英 里 的 速度 向 前 ,并 保持 
长 约 三 十 英尺 .高 约 一 至 一 英尺 半 的 原始 形状 。 渐 渐 地 , 它 的 高 度 
下 降 了 , 当 我 跟踪 一 至 二 英里 ,运河 转 了 几 个 杰 之 后 , 它 终于 消失 
在 透 途 的 河道 之 中 .” 罗 素 认 为 ,这 种 孤立 波 是 流体 运动 的 一 个 稳 
定 解 ,但 他 当时 并 没有 给 出 严格 证 明 。 直 到 60 年 后 的 1895 年 , 荷 
兰 著 名 数学 家 科 特 韦 格 (Korteweg) 和 他 的 学 生 德 。 瓦 雷 斯 (de 
Vries) 研 究 了 浅水 波 的 运动 ,建立 了 著名 的 KdV 方程 ,证 实 了 孤 
立波 的 存在 。 通 常 将 KdV 方程 写成 如 下 形式 


Us — 6uus 十 zz 一 0， (4. 1) 


其 中 第 二 项 是 wx 的 二 次 方 , 因 而 KdV 方程 是 非 线 性 方程 。 由 于 非 线 
性 方程 不 满足 解 的 迭 加 原理 ,有 人 认为 这 种 孤立 波 是 不 稳定 的 , 没 
有 什么 物理 意义 。20 世纪 50 年 代 , 著 名 物理 学 家 费 米 (E Fermi)、 
帕 斯 塔 (J. Pasta) 和 乌拉 姆 (S. Ulam) 考 虑 了 具有 非 线性 相互 作用 
的 谐振 子 阵 ,初始 时 ,所 有 能 量 都 集中 在 一 个 振子 上 。 本 来 预料 长 
时 间 后 能 量 分 布 应 当 达 到 平衡 状态 ,但 计算 结果 发 现 ,经 过 长 时 间 
后 几乎 所 有 能 量 又 回 到 初始 的 分 布 。 能 量 达到 平衡 的 概念 是 错 
的 。 这 就 是 著名 的 FPU 问题 。1965 年 美国 物理 学 家 克 和 鲁 斯 卡尔 
(M. D. Kruskal) 和 扎 布 斯 基 (CN.J. Zabusky) 用 数值 模拟 方法 详细 
考察 和 分 析 了 等 离子 体 中 孤立 波 碰撞 的 非 线 性 相互 作用 过 程 ,得 
到 了 比较 完整 和 丰富 的 结果 ,进一步 证 实 了 这 一 类 孤立 波 相互 作 
用 后 不 改变 波形 的 论断 。 到 了 20 世纪 70 年 代 , 物 理学 家 伊 克 齐 
(H. Ikezi) .泰勒 (R. J. Taylor) 和 贝克 (D. R. Baker) 等 人 终于 在 水 
箱 实验 中 重 现 了 拉 塞 尔 的 浅水 波 , 即 KdV 型 的 孤立 波 。 由 于 这 种 
孤立 波 具 有 类 似 于 粒子 的 性 质 , 他 们 把 这 种 孤立 波 命名 为 孤立 子 
《soliton) 。 克 鲁 斯 卡尔 和 扎 布 斯 基 的 研究 引起 了 物理 学 家 和 数学 
家 的 极 大 兴趣 ,从 此 ,对 于 非 线性 方程 的 研究 扩展 到 了 物理 学 的 各 
个 领域 , 几 十 年 来 发 展 迅 猛 , 发 展 了 反 散 射 方法 、 贝 克隆 
(Bicklund) 变 换 .数值 模拟 等 研究 方法 ， 取得 了 丰硕 的 成 果 。 类 似 
的 方程 还 有 伯 格 斯 方程 = 
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刀 十 av 一 Var 一 0。 (4. 2) 
KdV- 伯 格 斯 方程 
us | uz — zz + Buzzr 一 0。 (4. 3) 
MKdv 方程 
wT 6uius + wiz: 一 0。 (4. 4) 


2. 正 苞 戌 登 (sineGordon) 方 程 


形式 为 
Un — Uz sinu = 0 (4. 5) 


的 方程 称 为 正弦 戈 登 方程 。 这 是 量子 场 论 中 的 更 一 般 的 克 莱 因 一 
戈 尔 登 (Klein-Gordon) 方 程 的 一 个 特殊 情况 ， 


Us 一 zs 十 VC) 一 0。 (4. 6) 


正弦 姜 登 方程 在 大 线 性 光学 .光纤 通信 、 约 瑟 夫 森 (Josephson) 结 、 
晶体 和 相 变 等 领域 中 都 有 广泛 的 应 用 。 类 似 的 方程 还 有 双 曲 正弦 
戈 登 (sinh-Gordon) 方 程 ， 


Un — Uzz 二 sinh wu = 0。 (4.7) 


3. 非 线性 薛 定 请 (Schradinger) 方 程 


非 线 性 薛 定 户 方程 (NLS 方程 ) 是 一 个 重要 的 非 线 性 演化 方 
程 , 它 可 以 用 来 描写 短 脉冲 在 单 模 光纤 中 的 传播 。 


i 二 ur talu lw = 0。 (4. 8) 


$4.2 孤立 子 
1，Kdv 方程 
为 了 求 KdV 方程 的 行 波 解 , 设 
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zz t) = f(, €= zr— zo— vt (4. 9) 
其 中 v, zx。 都 是 常数 。f 满足 边界 条 件 
9 一 0，F (9 —>0, ff(0—>0 (|IEl—> NH). (4.10) 
将 上 式 代入 KdV 方程 , 即 得 
f”()—6f(0F' (0) — vf (0 =0, (4. 11) 


积分 一 次 后 得 
六 (6 一 3 ~— ve) = 0。 (4. 12) 


以 上 已 经 考虑 了 边界 条 件 。 两 边 乘 (8&) ,得 
太一 3 一 or 一 0 


一 三 (9dF (Ce 一 3F2CedFe) — vf df = 0, 
(4. 13) 
积分 后 得 


[fF (1 — 2 — vf (0 一 0 一 [PC 了 
= 2f3(8) vf = 2 Lf vv/2 0。 (4.14) 
这 是 个 椭圆 方程 ,有 如 下 的 解 ( 一 般 情 况 下 的 解 是 椭圆 函数 ) 


f(8) 一 一 六 sech (Ye) 。 (4. 15) 
利用 关系 
6) 十 六 一 ¥[! 一 sech? (Wee) |= 3 一 1/cosh: (Se) | 
一 也 tanh (wee), (4. 16) 
fC8 = 一 六 | costr (wee) ] 一 也 六 cosh (8) sinh (ee) 
= 2 sech? (ze )tanh (Ye )， (4. 17) 
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即 可 证 明 这 是 KdV 方程 的 解 。 最 后 得 
u(x, 1) 一 一 六 sech' [a -ww |. (4. 18) 


由 于 只 有 当 宗 量 几乎 为 零 的 时 候 , 双 曲 余 割 的 值 才 显著 地 不 为 零 ， 
所 以 上 式 对 固定 的 t, 只 有 在 x 作 zo 十 vt 时 才 显 著 地 不 为 零 , 是 一 
个 仅仅 在 小 范围 内 下 四 的 曲线 。 当 时 间 上 变化 时 ,可 以 看 到 这 
个 下 四 以 速度 v 向 右 运动 ,在 运动 过 程 中 ,曲线 的 形状 保持 不 
变 , 这 个 解 因而 被 称 为 孤立 子 。KdV 方程 的 双 孤 立 子 解 的 形状 
可 见 图 4. 1 。 


Korteweg-de Vries :2 solitons, 


b1=0.5 b=! 1 =-10 

1 

0.8 

06 
”04 
0.2 

- 训 -16 0 10 20 
和 图 4.1 
KdV 方程 的 双 孤 立 子 解 的 形式 为 


ulx, 1) = 一 方 (ut — vz) 


vicsd?| Vaz—a | ve (z 一 2 un | 


(Yael oa ud | voztanh| Gand] 


2 
(4. 19) 


142 第 4 章 非 线 性 方程 


KdqV 方程 还 可 以 有 N 孤立 子 解 。 形 式 上 可 以 写成 


MN(CZ，t) 一 一 2 EzIn det(I 二 B)， (4. 20) 
其 中 
一 0 | ya ( 工 一 并 一 已 VY ab | 
[TH 2 
(4. 21) 


是 NXN 矩阵 ,c; 是 常数 。 2 一 1，2，…，N。 


2. 正弦 戈 登 方 程 
为 了 求 孤立 子 解 ,我 们 仍 设 
u(x, t) = ul(é), £= zx— ro — vt, (4. 22) 


use — 1) + sinu = 0 we + sinu= 0。 (4. 23) 


两 边 乘 Ue, 得 


Ueug 十 sn Ulue 一 Uedue 十 天 si udu = 0。 (4. 24) 


积分 后 得 
去 + 一 cos 2) 一 立 大 十 地 人 sin? 芝 一 H, 
(4. 25) 
其 中 互 为 积分 常数 。 如 果 友 > 1, 则 可 令 
2 
天 之 0。 (4. 26) 


方程 (4. 25) 化 为 


只 = ( 旦 ) = 4 (二 一 sin? 池 )。 (4. 27) 
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当 k 上 一 1 时 有 孤立 子 解 
u = 一 x 十 4tan" | exp( 土 2)]， (4. 28) 


也 称 为 纽 折 解 。 取 十 号 为 纽 折 解 , 取 一 号 为 反 纽 折 解 。 利 用 三 角 
函数 关系 


_ 1 二 +tan(w/4) [1 十 tan(tk/4) 
tan(u/4 二 7/4) 一 1 一 tan(x/4) 1— tan(u/4) 


_ 1 士 sin(Cx/2) /十 sinCu/22) 
一 osGw/2 VIsinC(u/2)’ 《4 29) 
另 一 方面 ,由 组 折 解 的 表达 式 可 得 
并 一 Zo 一 UL wu xy 几 十 sin(x/2) 
exp( 士 二 二 ) tan( 4 十 4 )= 1— sin(u/2)" 
(4. 30) 
由 此 可 得 


Z 一 Zo 一 UN _ 1 十 sin(x/2) _ 2 
exp( 士 2 Vo I ) = 1—sin(u/2) 1— sinC(u/2) 


(4. 31) 


1。 


对 微分 后 得 


vl 1+eqp(+2 2 —Y) [+en(+227 | | 


了 (1 一 sm 学 )。 (4. 32) 
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如 果 ww 二 1, 则 可 令 


-=— < 过 0， (4. 33) 
避 一 ( 坚 ) = z(sin? 冯 一 如】 (4. 34) 

当 & 一 0 时 有 孤立 子 解 
& 一 4tanm| exp( 圭 3). (4. 35) 


也 称 为 纽 折 解 。 时 ”为 纽 折 解 , 取 一 号 为 反 纽 折 解 。 利 用 三 角 


函数 关系 可 得 
tan < = Sin(u/4) _ 2cos(u/4)sin(u/4) 
4 cos(u/4) 2cos: (u/4) 


_ _sin(u/2) _ /1 — cos(u/2) 
”1 十 cos(u/2) “AM 十 cos(u/2) (4. 36) 
由 解 可 得 


+ Xo vt wu _ /li—cos(u/2) 
exp( 寺 /I= )= tan 4 1 二 cosCu/2)° (4. 37) 


由 此 可 得 


2 Xo vi\ lcos(u/2) _ 2 _ 
exp( 二 V1— ) 1 二 cos(u/2) 1 二 cos(u/2) 1， 
(4. 38) 
对 微分 后 得 
2 
4 TX—Xxo—vt 1 

ut 一 xpl 十 

l on Te) Vi—¥3 ) 用 

16 1 1 
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[二 (1+eos 营 )- 闻 (1+eos 党 ) ] 
一 Tz[1 一 eos 党]= zsin 。 (4. 39) 


由 此 验证 了 纽 折 解 。 正 弦 戈 登 方 程 除了 纽 折 解 之 外 ,还 有 一 种 所 
谓 的 呼吸 子 解 。 寻 找 方程 下 列 形式 的 解 


u = 4tan- [AS 1 (4. 40) 


其 中 X(z), T(z) 分 别 只 是 xz 和 + 的 函数 。 注 意 到 


4X'T 4XT’ 
Ur XT zi 一 于， (4. 41) 
-4T X2 TR — XX’ 
于 L‘ 有 下 一 ]， (4. 42) 
4X XxX? 了 2 TY 一 2 人 下 /2 ， 
Ua 人 太 二 I ]， (4. 43) 
sinu = 4tanGu/4)[1 一 tanz(u/4) 4XT(T’ — X’) 
[1 tan? (i/4) J CT XR) 
(4. 44) 
代入 方程 后 得 
(X’ 十 全 2) ( 葵 二 于) 2GX2 十 T0 = TX (4. 45) 
分 别 对 zx 和 上 微 商 ,得 


a 


2XX’ (¥ + 于 )+ x +T)( ) — 4X'X” 一 一 2XX7， 


27T' ( 莹 二 于 针 (十 7 人 (下 


以 


) 一 4TTY = 2TT’, 


由 此 可 以 得 到 
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(车) 一 二 (下 ) = da, (4. 46) 
其 中 4a 为 分 离 变量 常数 。 由 此 得 到 两 个 常 微分 方程 
(*) = 4aXX’, (£) 一 一 4aTT'， (4. 47) 
积分 后 得 
X“ = 2cXa +BRX, T=—2aT +BT, (448) 


分 别 乘 X', 工 后 积分 ,得 
X=aX‘+AhX + T’=—aT'+pBT+7y.。 (4.49) 
将 (4. 48) 一 (4. 49) 式 代 人 方程 (4. 45) ,得 
一 [8 一 记 ) 一 菇 (2 mT)=27+7), (4.50) 
由 于 XX(zx),T(2) 分 别 只 是 zz 和 t 的 函数 ,所 以 有 
Bi—Bh=1,Y =—Yy.。 (4. 51) 
因此 有 
X? =aX‘+(—AX tyY, T? 一 一 aoT4 一 86T2 一 y。(4.52) 


在 a = 一 1, y 一 0 的 情况 下 ,有 如 下 的 解 ， 
X=v1—BsechW1— Br), 地 一 土 方 sin 全 ， (4. 53) 
即 


u = dtan! E 1—8 一 4.54) 
Bb coshwv1 一 Brz 


这 是 一 个 周期 为 2x/YB 的 周期 解 , 在 x 轴 的 上 方 和 下 方 不 断 变化 
着 , 像 是 在 呼吸 一 样 ,也 像 是 由 孤立 子 和 反 孤 立 子 构成 的 一 对 振 
荡 , 所 以 称 为 呼吸 子 。 呼 吸 子 解 是 不 传播 的 。 
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§ 4.3 反 散 射 方法 及 一 些 变换 法 
i. 反 散 射 方法 
反 散 射 方法 是 求解 非 线性 方程 的 一 种 系统 的 方法 。 首 先 引 入 
一 对 线性 方程 
Pr ti E) = Elz, 1, E), ag (x, t, E) = M$(zx, t, E), 
(4. 55) 


这 里 是 一 个 线性 算 子 ,E 是 相应 的 本 征 值 ,$(zx, t, E) 是 本 征 函 
数 , 阶 是 另 一 个 线性 算 子 。 如 果 这 一 对 方程 是 相 容 的 , 且 EE 与 时 
间 z 无 关 , 则 有 


上 ,十 [他 ， MM] 一 0， (4. 56) 
其 中 
[£, 从] 一 惟一 他 人。 (4. 57) 
现在 选取 | 
£ =—9, +ulzr, 1t), PM =— 490 + bulz, 1)97 + 3us(x, t) 
(4. 58) 


《 称 为 KdV 方程 的 Lax 对 ), 则 由 上 述 方程 就 得 到 KdV 方程 。 而 
本 征 值 方程 可 写成 


d 
[各 +E-uz, D) |$=0, (4. 59) 


这 是 一 维 的 薛 定 刘 方 程 ,下 是 能 量 ,x(z, 四 是 势能 。 这 个 方程 也 
可 以 看 成 是 变换 
& 一 二 一 > 十 王 ， (4. 60) 


称 为 GGKM (Gardner-Greene<Kruskal-Miura) 变 换 。 
通常 给 定 势 ,在 一 定 的 边界 条 件 下 求 本 征 值 玉 和 本 征 孙 数 
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$Cx， 上 ) , 称 为 正 散 射 问题 。 在 研究 核 物理 问题 时 ,产生 了 需要 从 
本 征 值 已 和 本 征 函数 %(z， EF) 去 求 势 w(x, 1) 的 反 散 射 问题 。 在 
非 线性 方程 的 求解 问题 上 , 反 散 射 方法 起 了 十 分 重要 的 作用 。 这 
里 将 只 做 简单 介绍 。 

对 于 KdV 方程 的 初 值 问题 


Ws — 6uus 十 xzerz 一 0， (4. 61) 
u |-。 = uo x), 
其 中 w(x) 是 已 知 函 数 。 用 反 散 射 方 法 求解 的 过 程 可 以 分 为 
三 步 。 
(1) 以 w (x) 为 势能 , 解 下 列 苹 定 计 方 程 的 本 征 值 问题 , 求 
出 与 mw(z) 相 应 的 本 征 值 EF( 记 为 E。) 和 本 征 函 数 太 记 为 如) , 即 
求解 


3 FE,— u(r t) |$, = 
[e+ ouWu (x, |% =0, (4. 62) 


po | tee 一 0。 


根据 量子 力学 ,上 述 问题 的 本 征 值 包括 分 立 谱 ( 束 缚 态 ) 和 连续 谱 
(散射 态 ) ,对 柬 缚 态 , 有 


Eo =—k (k,>0,n=1,2,.%,N), (4. 63) 
相应 的 本 征 函 数 有 如 下 的 渐进 式 
NO (ro0), hol)eh (zz 一 co)。 (4.64) 
对 于 散射 态 ,有 


Eo 一 k? 9 (4. 65) 

相应 的 本 征 函 数 的 渐进 式 为 
alk, Oe (>—o0), Wetbk, O00 (zco)。 
(4. 66) 


上 面 各 式 中 的 c,(0), a(k, 0), 5bC&, 0) 都 称 为 是 初始 时 刻 的 散射 
数据 。 
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(2) 将 GGKM 变换 代入 KdV 方程 ,确定 散射 数据 的 时 间 演 
化 规律 。 
这 些 规律 可 以 证 明 是 


c(t) = ca (0) er, 
, (4. 67) 
alk, 1) = alk, 0), blk, 1) = b(k, 0)es*i, 


《3) 确定 KdV 方程 初 值 问题 的 解 ,可 以 证 明 这 个 解 可 以 表 
示 为 


u(x, t) 一 一 2 AK(z, xX, 1), (4. 68) 
9x 
其 中 K(x, x, 是 GLM(Gelfand-Levitan-Marchenko) 积 分 方程 
KCz, y, D+BCz+y, d+| BOytz, DKCzy z, Ddz 


=0(y> 7) (4. 69) 
的 解 。 而 积分 方程 的 核 为 


N 1 pre 
BCzy 0) — De et + 趟 | blk, De dz, (4.70) 
, _ 


n= 


实际 应 用 反 散 射 方法 求解 的 过 程 还 是 相当 繁复 的 ,可 以 参见 有 关 
著作 。 


2. 相似 变换 
在 一 个 非 线 性 方程 中 作 变 换 
X77 =Ar tt 一 Met 太一 hm， (4.71) 


并 要 求 w(x ,t) 满 足 相同 的 方程 ,这 样 的 变换 称 为 相似 变换 。 通 
常 的 相似 变换 形式 为 


= zt”, v(€) 一 zt， (4.72) 
在 变换 中 要 求 
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rt” 一 (4. 73) 


由 此 可 以 确定 变换 的 参数 。 代 人 原 方程 后 可 以 得 到 (6) 满 足 的 
常 微 分 方程 。 如 果 能 求 出 这 个 方程 的 解 ,就 得 到 了 原 方 程 的 解 


u(x, 有 = Fv(rt"”), (4.74) 
这 个 解 称 为 自 相似 解 。 如 对 KdV 方程 
Us: — 6uuz TT urzr 一 0， (4. 75) 
作 变 换 
Tt 一 Maz 纪 一 it 一 hz (4. 76) 
则 方程 化 为 


/ / 
au 3 


本 (中 )— ea (wu 2 )+ xm ( 了 区 )= 0。(4.77) 


要 求 方程 形式 不 变 可 以 得 到 


az 一 as 一 al 一 2as 一 3al 一 as。 (4. 78) 
因而 
aa 一 一方 os = 一方 《 取 a3 = 1), a =— > 一 学 。 
(4. 79) 
因此 变换 式 为 
I =A r,t 一 0132 = Me (4. 80) 
由 
Xt” = Tm, Ut" = wt, (4. 81) 
得 到 
m =— 1/3, n = 2/3。 (4. 82) 
因此 ,KdV 方程 的 相似 变换 为 
E= (3 x, v= (3) /su, (4. 83) 
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将 此 变换 代 和 人 KdV 方程 后 得 


dv dv dv 
dv _ py _ed0 7 一 .84 
de 6 le 有 2v = 0。 (4. 84) 


这 是 一 个 常 微分 方程 ,如 果 能 找到 一 个 解 f(§) , 则 KdV 方程 的 自 
相似 解 可 以 写成 
ulx, £) = 31) 3 HL (3) zr], (4. 85) 


3. 霍 普 夫 一 科 尔 (Hopf-Cole) 变 换 
变换 
ginwvw 
Ww 一 一 20 37 (4. 86) 


称 为 霍 普 夫 一 科 尔 变换 ,对 伯 格 斯 方程 


dz 7 
po =0 (p>0). (4. 87) 


9 
了 十 也 
堆 普 夫 一 科 尔 变换 将 其 变换 为 v 的 线性 耗 散 方程 


az _ pov 
3 = BI. (4. 88) 


因此 ,可 以 根据 v 的 解 得 到 的 解 。 比 如 ,由 wv 的 解 
v=1+e™ (k=—w/B) (4. 89) 
可 以 得 到 
“=——282In[l+ er] = [1 一 tanh 反 各 | (4. 90) 


这 是 伯 格 斯 方程 的 冲击 波 解 。 对 于 KdV 方程 ,可 以 通过 广义 霍 普 

夫 一 科 尔 变 换 

32zln 
az2 “ 


u 一 一 2 


(4. 91) 


将 其 变换 为 
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y 9 (至 十 3 台 ( 吾 十 29) 二 3 (9) 一 到 39|= 0。 


gr\at ax azx\9t ax Bk DZz az3 
(4. 92) 
取 
dv | Ov Ov\: 9v gv 
于 十 3 ? (32) az az3 0， (4. 93) 
从 第 二 个 方程 可 以 得 到 
yy EL EL A 
VV， (4. 94) 
Uv 也 v v 
积分 后 得 
2 
9 =a (a 常数 )。 (4. 95) 


由 此 得 到 了 两 个 线性 方程 。 同 时 满足 这 两 个 线性 方程 的 解 不 难 
找到 


v= 1 二 ee (w= 4k, a = 2k), (4. 96) 
代入 变换 式 即 得 
u 一 一 2 :加 =—— 2k?sech? (kx — 4kt), (4.97) 


这 就 是 前 面 的 单 孤立 子 解 。 类 似 地 可 以 得 到 KdV 方程 的 其 他 类 
型 的 解 。 


4. 贝克 隆 变换 


非 线 性 方程 的 求解 是 很 困难 的 。 贝 克隆 变换 是 建立 一 个 非 线 
性 偏 微分 方程 的 解 与 另 一 个 已 知 的 线性 偏 微分 方程 解 之 间 的 关 
系 , 或 者 是 建立 一 个 非 线 性 偏 微分 方程 两 个 不 同 解 之 间 的 关系 。 
这 样 ,我 们 就 可 以 根据 已 知 线性 偏 微分 方程 的 解 去 求 非 线 性 偏 微 
分 方程 的 解 ,或 者 根据 非 线 性 偏 微 分 方程 的 一 个 解 去 找 别 的 解 。 
每 个 非 线性 方程 ,都 可 以 找到 相应 的 贝克 隆 变 换 。 将 正弦 臣 登 
方程 写 为 
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3 sin (4. 98) 
设 uw(&, 力 和 w(é, 力 都 是 正弦 苹 登 方程 的 解 , 即 有 
区 = sinu, 和 = sinw, (4. 99) 


把 这 两 个 方程 分 别 相 加 、 相 减 ,得 


jt) 一 sinu 二 sin w 一 2sin 5 和 cos 名 ， 
， (4. 100) 
ja ww) = sinu sinw 一 2cos 5 和 sin 所 
由 此 可 以 得 到 正弦 戈 登 方程 的 贝克 隆 变换 
9u _ gt ut uo 
EE 区 十 2asin 一 一 一 5 
(4. 101) 
gu _ 9uo . 六 一 za 
An on ta 2 


其 中 < 为 任意 非 零 常 数 。 有 了 贝克 隆 变 换 , 就 可 以 根据 正弦 戈 登 
方程 的 一 个 解 去 寻找 它 的 另 一 个 解 。 比 如 , w = 0 是 正弦 戈 登 方 
程 的 一 个 解 ,由 贝克 隆 变换 得 


9u 一 2asin 
EE 
(4. 102) 
Su 一 过 sin 芯 
97 a 2° 
分 别 对 和 积分 后 得 
lntan ~ = at+i+GO, 
(4. 103) 


Intan 世 一 卫 十 FC6)。 
a 
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F(59 和 CG(7 是 任意 函数 。 两 式 比较 后 得 
FF(6 一 上 一 GCT 一 Ma， (4. 104) 


左边 是 的 函数 ,右边 是 的 函数 ,两 边 相 等 只 能 是 常数 , 令 其 为 
6, 得 


即 
Intan 一 a6 十 工 十 8- tan 攻 一 exp| e+ 246]. 
(4. 106) 


这 就 是 前 面 得 到 的 纽 折 解 或 反 纽 折 解 。 类 似 地 可 以 得 到 其 他 各 种 
不 同 的 解 。 如 果 反 复 利用 贝克 隆 变换 公式 ,从 


Uo Ul 一 > Us 一 > Us, (4. 107) 
可 以 得 到 正弦 戈 登 方程 解 的 区 加 公式 
名 一 如 - 纪 十 aztan 匠 四 2 (4. 108) 


4 al 一 Q2 


tan 


由 这 个 公式 ,可 以 用 代数 方法 从 ww，m，ze 找到 正弦 戈 登 方程 的 
一 个 新 解 xs 。 若 取 


u u 
uo = 0, tan 4 = ekz , tan Zz = et, (4.109) 


其 中 是 以 速度 c 沿 z+ 方向 前 进 的 纽 折 波 ,wus 是 以 速度 c 沿 z 反 
方向 训 过 的 反 组 扩 流 取 常 数 


_ /li+c /le 
Qi 一 /村 一 ， az =\/ 1， (4. 110) 


tan =— 1 . Sinh(ker) (4. 111) 


4 c cosh(kr)° 
这 是 正弦 戈 登 方程 的 双 纽 折 狐 立 子 解 。 其 他 非 线性 方程 也 有 相应 


便 得 
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的 贝克 隆 变 换 和 类 似 的 至 加 公式 ,这 儿 不 再 歼 述 。 有 兴趣 的 读者 
可 以 参见 有 关 著 作 。 


$4.4 非 线性 薛 定 谓 方 程 


1. 1 十 1 维 情形 


非 线性 薛 定 刘 方 程 (4. 8) 式 是 一 类 重要 的 非 线 性 偏 微分 方程 ， 
其 中 代表 几乎 是 单 色 的 波 列 的 振幅 。(4. 8) 式 是 复方 程 , | ul? 
为 波 列 包 络 幅度 的 平方 ,其 形状 为 钟 形 。(4. 8) 式 具有 哈密 顿 结 
构 , 即 可 写成 


i = i + 2 Hd, (4. 112) 
— lw = wr 十 2x2 元 ， (4.113) 
由 (4. 112) 和 (4. 113) 式 ,得 到 正则 关系 
过 二 喧 
t bu 9 
(4. 114) 
一 担 
i 7 o 
五 是 一 个 泛 函 ,可 写作 
和 = | atz, us us Jdr。 (4. 115) 


求 互 的 变 分 


6H = az, utG， Gut Jdr —| ALz， u, us Jdx。 


(4. 116) 
设 变 分 6u 在 zx1， zz 处 为 零 , 展 开 上 式 到 一 - 阶 项 ,可 得 
3H =[°[ Shs 十 3 2A A ]dz， (4. 117) 


利用 分 部 积分 方法 ,上 式 可 写成 
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xz> FOh d/o9h 
6H = | [ 半 (六 ) Bed (4. 118) 
由 此 导出 变 分 导数 
6H _h d/h 
Gu Qu 到 (让 )。 (4. 119) 
利用 (4. 114) 和 (4. 112) 式 ,有 
a = SH i 2i mu, (4. 120) 
Ou 
所 以 ,容易 导出 
h 一 一 于 ix2 — Wur)o (4. 121) 
哈密 顿 量 可 以 写成 
H =— 站 (mW — di) dr, (4. 122) 
2. 高 维 情形 
当空 间 为 二 维 时 , 非 线 性 莅 定 证 方程 可 写 为 
iz+As HAA|ul|: = 0, (4. 123) 


其 中 Az 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 , 它 不 能 用 反 散 射 方法 求解 。 但 该 
方程 具有 一 种 被 称 作 * 自 聚焦 ”的 奇异 性 。 一 般 来 说 ,这 种 奇异 性 
可 以 在 对 称 坐 标 下 进行 研究 。 


i Lara Ta|lul 0 n=arD,. (04124) 
r or 


扎 哈 罗 夫 (Zakharov) 发现 ,选取 适当 的 初始 条 件 二 (r，0) ,在 能 
量 小 于 零 时 ,会 形成 坪 缩 (或 爆发 )。 这 种 现象 能 推广 到 更 一 般 
的 方程 

i 丈 十 人 于 十 云 |z 2 一 0， (4. 125) 


其 中 A 是 d 维 拉 普 拉 斯 算 子 ,c 是 非 线性 阶 数 ,对 于 每 一 个 4 都 
能 找到 一 个 自 聚 焦 奇 异性 的 s。 特 别 在 d = 1 的 情形 , 当 o = 4 时 
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发 生 自 聚焦 奇 腊 性 。 


$4.5 自治 系统 
1. 基本 概念 


设 f() 是 自 变量 为 t, 在 R" 中 取 值 的 矢量 函数 , 户 ( (i 二 1， 
2, …, n) 是 它 的 分 量 , 即 二 《用 ，f，…，f)。 显然 有 下 述 
结论 : . 

(1) 了 (2) 连续 当 且 仅 当 f(t) (i = 1, 2, …, n) 都 连续 ， 

(2) f(D 的 导数 是 矢量 函数 , 记 作 df/dz 或 1 , 且 有 df/dt 一 
(i， 户 ， “"s f.), 

(3) fC) 在 区 间 [w，, 上 的 积分 /f(r)dr 是 矢量 函数 g (7)， 
且 有 


8 一 | flr)dr = (| 万 Cr)dr， | .PCr)dr，…， | fdr), 
(4) 由 施 瓦 效 (Schwartz) 不 等 式 , 不 难 证 明 


| fn dr | = | | Fa | dr| 。 (4. 126) 


下 面 考虑 自 变量 为 xR” 中 的 矢量 , 且 取 值 也 在 R" 中 的 矢量 函数 
严 (x) , 即 
hi (x) hi(z1, Tes TD) 


h(x)| lha(z1, xe, rn) 


h(x) = 《4. 127) 


hn (xX) ha(z1, Xa, rn) 


矢量 函数 h(x) 连续 ， Bh;(xi » X20 Tn) (t= 1 2, ,1) 作为 
T1，Xz，……， Zn 的 函数 都 连续 。 如 果 存 在 一 个 常数 工 ,使 得 x， 
yD 时 ,有 

| hx) 一 有 |<LIx—y|, (4. 128) 
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则 称 hx) 在 R" 中 DD 区 域 上 是 利 普 希 芯 的 ,其 中 工 称 为 h 在 D 上 
的 利 普 希 茨 常数 。 如 果 矢 量 函 数 在 某 凸 集 D 上 满足 


Ess Tes "Xn) 
9x; 


kl(i,1=1， 2， 9 17 ， (4. 129) 


x 是 常数 , 则 hh 在 D 上 是 利 普 希 芯 的 。 因 为 对 于 hh 的 第 i 个 分 量 
有 下 述 不 等 式 


[hi 一 友人 <» et | | y1O0<0<D. 
(4. 130) 
因为 DD 有 同性 ,所 以 当 x, yED 时 ,x 十 9(y 一 x) 在 DD 内 ,所 以 
[AOD hy [<nk |x—yl, (4. 131) 
再 由 R” 空间 模 的 定义 
1zl= [D>], (4. 132) 
可 得 x, yED 时 ， 可 
1 Re 一 CD | 二 7 天 |x 一 y|， (4. 133) 
所 以 hh 在 D 上 是 利 普 希 芯 的 。 


如 果 对 于 R" 中 某 区 域 DD 的 每 一 点 ， 存在 该 点 的 一 个 邻 域 
Do E DD, 使 得 h(x) 在 D。 上 是 利 普 希 芯 的 , 则 称 h(x) 在 D 上 是 局 
部 利 普 希 芯 的 。 容 易 证 明 , h(x) 在 DD 上 有 9hi/9z;(i, j 一 1， 
2，…，7) 都 连续 , 则 有 h(x) 在 D 上 局 部 利 普 希 菊 , 同 时 ,还 可 以 证 
明 , 当 h(x) 在 区 域 D 上 局 部 利 普 希 菊 ,W 是 D 内 的 有 界 闭 区 域 ， 
则 有 h(x) 在 WW 上 是 利 普 希 芯 的 。 


.2. 解 的 存在 性 与 唯一 性 


下 面 我 们 讨论 常 微分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 。 考 虑 常 微 分 
方程 的 柯 西 问题 
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天 一 fu， X)， 
X(to) = xo。 


定理 1 车 f(t, x) 在 开 域 DCRxR" 内 连续 并 满足 局 部 利 
普 希 茨 条 件 , 则 柯 西 问题 (4. 134) 存 在 唯一 的 解 。 

证 明 由 于 上 满足 局 部 利 普 希 茨 条 件 , 则 对 于 点 Po 《to，xo) 
ED, 一定 存 在 


D, = {(z, Xx) | ti [sa， | x—xo | 过 2 CD (4. 135) 


(4. 134) 


以 及 依赖 于 Po 点 的 常数 Lp, ,使 任意 的 (z, x1), (tz, x2) E Do 有 
不 等 式 
| fCG， x1)— f(t, 22 ) | 委 Lr | xi 一 2 | 。 (4. 136) 


定义 M = La | FFG， x) | ,天王 min(a，p]MD) 以 及 


0<h’ < min(h，1/LP )， (4. 137) 
则 在 区 间 | 上 一 加 | 志 h* 上 的 柯 西 问题 等 价 于 积分 方程 


x(2) =z 十 | flr, xD)dr， |t—t |<Ah* (4.138) 


的 求解 问题 。 取 B 为 定义 在 区 间 | 1 一 i | 过 hh* 上 的 一 切 连 续 函 
数 所 构成 的 空间 ,G 为 定义 在 区 间 | :一 t。 | 过 hh* 上 且 值 域 包含 在 
Do 中 的 一 切 连续 函数 所 构成 的 集合 。 现 定义 在 连续 函数 空间 
CLzo 一 大” ,to 十 h*] 的 映射 

(TO = 二 | flr, xD)dr, | 一 二 |<h*, (4.139) 
因为 

| Tx —x, ‘<I| [fOr x(r) | dz 过 MI 一 an |<b, 

(4. 140) 


所 以 工 将 集合 G 映射 到 自身 。 要 证 明 积分 方程 存在 唯一 解 , 即 要 
证 明 工 存在 唯一 的 不 动 点 : x* 二 Tx* , 这 可 以 利用 巴 拿 赫 空间 的 
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压缩 映像 原理 来 证 明 。 设 任意 的 xi， x; € G, 则 有 


| Txi — Tx; | = max | [Lflr, x C0) — flr, wn)) Jdr 
Pt 
过 max | | rar)) 一 Fr wr) | dr|。 
el 
(4. 141) 


由 局 部 利 普 希 芯 条 件 , 有 


| To 一 Try | 二 max rs, Im — x ldr | 


latol [<h* 


Lp max | 和 一 所 | | 一 加 | 
lio lh” 


Lph” |xi— x |, (4. 142) 


再 因为 Lp,h” 过 1, 所 以 工 是 一 压缩 映射 , 即 存在 唯一 的 不 动 点 ， 
证 毕 。 

值得 指出 的 是 , 仅 有 f(t, x) 在 DD 内 连续 的 条 件 ,就 足以 保证 
解 的 存在 性 ,但 不 能 保证 唯一 性 ,而 局 部 利 普 希 茨 条 件 保 证 解 至 多 
存在 一 个 , 却 不 能 保证 其 存在 性 。 


3. 解 的 延 拓 


由 定理 1 可 知 柯 西 问题 的 解 ,至 少 在 区 间 | :一 如 | 委 六 ”上 唯 
一 存在 。 将 解 向 右 延 拓 , 令 太吉 十 h* xbw 十 h*) 二 xx, 则 
Pi(iot+h" , x(to+h*)) € Do CD, 由 于 Pi 是 DD 的 内 点 ,所 以 必 
定 存在 闭 区 域 


DD = {(， xXx) | 一 三 [| 过， | x— x [过 6} CG, (4. 143) 


使 在 Di 上 对 x 满足 利 普 希 芯 条 件 ,再 利用 定理 1, 此 方程 过 点 
Pi 的 解 记 作 x (1) , 它 将 在 区 间 | 1 一 如 | 过 hh* 上 存在 唯一 ,其 中 
全 可 类 似 于 定理 1 证 明 中 h* 的 定义 。 据 解 的 唯一 性 可 知 ,在 区 
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间 [ 记 一心 ， 志 ] 上 ,该 方程 过 Pi 的 解 x (1) 必 定 与 过 Po 的 解 重 
合 。 利 用 上 述 方法 可 再 向 右 延 拓 , 同样 ,还 可 从 点 (如 一 h*， 
x(to 一 h" )) 向 左 延 拓 。 向 左 、 右 双向 的 延 拓 ,直到 双方 都 不 能 延 
拓 时 为 止 ,这 时 的 解 称 为 饱和 解 , 它 存在 于 最 大 存在 空间 。 


4. 相 流 


在 经 典 力学 中 ,过程 是 确定 的 , 即 它 的 整个 未 来 和 过 去 的 历程 
能 由 它 现 在 的 状态 唯一 确定 ,而 一 个 过 程 的 所 有 可 能 状态 的 集合 
就 是 相 空 间 。 如 果 过 程 是 可 微 的 ,那么 它 的 相 空 间 具 有 微分 流 形 
的 结构 并 且 状 态 随 时 间 的 演化 是 用 可 微 函 数 来 描述 的 。 确 定 过 程 
的 数学 模型 是 相 流 (phase flows)。 设 z 是 初始 状态 , 相 空 间 为 
AM, 又 设 gz 表示 初始 状态 演化 到 上 时 刻 的 状态 的 演化 映射 


g':M—M, (4. 144) 
它 将 每 一 x € M 映射 到 新 的 状态 g‘rz € M, 日 有 
gr 一 gg’, (4. 145) 


所 以 ,由 集合 M 和 由 JM 变 到 它 自身 的 单 参数 变换 群 {g'} 所 组 成 
的 JMM，{g'} ) 对 称 为 相 流 。 
设 zE M 是 相 空 间 中 的 任 一 相 点 ,考虑 实 直 线 到 相 空 间 的 
映射 
P:R-— M, g(t) = 87， (4. 146) 


vp 称 为 相 流 CM，{g’')) 作 用 下 点 z 的 运动 。 在 映射 p 下 R 的 像 称 
为 相 流 LCM，{g'}) 的 相 曲 线 。 所 谓 临界 点 x € M 是 一 个 相 点 同时 
又 是 一 条 相 曲 线 

gr=zx, Vi€ER., (4. 147) 


所 请 相 流 CM，{g'} ) 的 扩充 相 空间 (extended phase space) 是 指 实 
t 轴 和 相 空 间 M 的 直 积 RxM, 映射 p 的 图 形 称 为 相 流 CM, {g'}) 
的 积分 曲线 。 

过 程 的 有 限 维和 可 微 性 概念 需要 相 空 间 是 有 限 维 的 微分 流 
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形 M 和 相 流 是 M 上 的 单 参 数 微 分 同 胚 群 (one-parameter group 
of diffeomorphisms) 。 所 谓 微分 同 胚 f:U->V, 是 一 个 1-1 的 映 
射 , 且 上 和 广 ::VY 一 U 都 是 可 微 映 射 。 所 谓 流 形 M 上 的 单 参数 
微分 同 胚 群 {g') , 指 的 是 直 积 RX M (扩充 相 空 间 ) 到 M( 相 空 
间 ) 的 映射 

g:RXM->M, glt, +) = gx,tER,xEM, (4. 148) 


且 满 足下 述 三 个 条 件 

1) g 是 可 微 映射 ， 

2) 对 于 每 个 上 € R, 映 射 g':M -> M 是 微分 同 胚 ， 

3) (g'，tER} 是 M 的 单 参数 变换 群 。 

下 面 引进 相 速 度 的 概念 , 相 速 度 f(z) 是 表示 相 点 运动 速度 的 
矢量 , 即 


d so 
lB = fr) (4. 149) 
X2 
人 元 
4.2 
单 摆 振 动 方程 

2 一 2 y 
。 . (4. 150) 
xX» =— ksin Zl， 


在 具有 坐标 x1，zz 的 相 平面 内 对 应 的 矢量 场 为 
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万 一 Ze， 户 一 一 Asin Zl， (4. 1517) 


且 在 zi 一 mx, Xz 一 0 时 万 = fo =0, 这 是 相 流 的 平衡 位 置 ,由 
于 在 矢量 场 等 于 零 的 点 附近 矢量 方向 改变 一 般 是 不 连续 ,所 以 有 
时 称 这 样 的 点 为 奇 点 ,现在 更 通用 的 名 称 为 临界 点 。 


5. 相 空间 与 轨 线 


设 有 微分 方程 
X= f(x) (4. 152) 
或 
X= f(t, x), (4. 153) 
相 空间 为 玉 ,扩充 空间 为 RX R", 解 x 二 x(z) 在 相 空 间 的 图 形 ， 
称 为 方程 的 轨 线 Corbit) , 它 显 然 是 扩充 空间 内 的 解 曲线 在 相 空间 
R" 的 投影 。 

给 定 了 微分 方程 就 等 价 于 在 相 空 间 R" 的 区 域 D 内 给 定 了 矢 
量 场 /。 当 上 不 与 上 有 关 时 , 称 为 定常 场 或 自治 场 , 域 D 内 任 一 点 
x 确定 着 唯一 的 方向 (x), 这 时 称 方程 (4. 152) 为 自治 系统 
(autonomous system); 当 厂 不仅 与 x 有 关 , 而且 还 与 t 有关 时 , 称 
为 非 自 治 场 , 方 程 (4. 153) 为 非 自 治 系统 。 在 解 的 存在 唯一 性 定理 
条 件 满足 的 前 提 下 ,对 于 自治 系统 (4. 152) ,不 仅 在 扩充 相 空 间 中 
任意 两 条 解 曲 线 不 相交 ,而 旦 在 相 空间 内 其 轨 线 也 不 会 相交 ;但 对 
于 非 自 治 系 统 (4. 153) ,尽管 在 扩充 相 空 间 内 任意 两 条 解 曲线 不 相 
交 , 但 在 相 空间 中 它 的 轨 线 可 能 会 相交 。 这 是 自治 系统 和 非 自治 
系统 最 本 质 的 差异 。 所 以 自治 系统 的 研究 一 般 放 在 相 空 间 内 进 
行 ,把 上 看 作 参 数 而 去 研究 它 的 轨 线 的 各 种 性 质 。 


6, 自治 系统 的 基本 性 质 


考虑 f 在 DD 内 连续 且 满 足利 普 希 芯 条 件 的 自治 系统 。 
(4. 152) 式 过 初始 点 (1。，xo ) 的 解 记 为 x (t; 加 ， xo), 过 起 始点 
(0，xo) 的 解 记 为 x(t; 0, xo) 寺 x(t， Xo)。 解 x(t; bo, xo) 也 可 记 
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成 X(t 一 to; 0, Xo) 或 x 一 0 十 1; 1， Xo)。 

性 质 1 (平移 性 质 ) 如 果 x(t; to。，xo) 是 自治 系统 的 解 , 那 么 
X(t 十 c; to，xo) 也 是 该 系统 的 解 , 它 经 过 初始 点 (to 一 c, xo)，, 其 中 
c 为 任意 常数 。 

性 质 2 设 自治 系统 过 (0, x ) 的 解 为 x(t，w), 显 然 有 x(t1， x) 
二 x1; 过 (0, x ) 的 解 为 x(z, xi), 将 xi 代入 则 有 x(t ,x(ti ,xo)) 
= X(t 十 tf, Xo)。 

性 质 3 在 相 空间 内 自治 系统 的 任何 两 条 轨 线 不 会 相交 。 

证 明 设 自治 系统 的 两 条 轨 线 为 


Yi:x = x(t; ti, xX1), (4. 154) 
2:x = Xt; to, Xz)。 (4. 155) 

利用 反 证 假设 , 若 x 与 7 相交 于 相 空 间 内 一 点 , 即 
x(TI; hs, Xi) = x(T2; to, X2) = YX, (4. 156) 


则 必 有 7 三 72， 由 于 从 扩充 相 空 间 的 观点 x(z; &1 ，xi) 平 移 后 的 
x(t 一 (TT 一 了 T 了 ); ,Xi) 也 是 自治 系统 的 解 ,显然 


x(t— (Ti1— TT); ti, XxX1) [7, 一 区， 《4. 157) 
即 解 x(t — 《TiC— T2); t1, xX1) 过 点 《Ts， x); 而 根据 假设 解 
X(t; toe, X2) 也 过 点 (CT ， 底 )。 据 解 的 唯 -- 性 ,有 
x(t— (TT — TT,»); ti, X1) | 7, = X(t; te, X22) (4. 158) 
由 于 解 xG 一 (三 一 五 ) 如) 与 x(t; t,xX1) 有 同一 轨 线 x ,所 
以 三 7 证 毕 。 
7. 临界 点 
自治 系统 二 f(x), x E DCR", 并 假设 矢量 函数 f(x) 在 D 
中 有 零点 x = a, 该 点 称 为 系统 的 临界 点 。 在 相 空 间 中 临界 点 能 


被 看 成 为 退化 成 一 个 点 的 轨 线 。 临 界 点 对 应 于 一 个 定 态 解 x(2) 
三 a, 此 解 不 随时 间 上 而 变化 ,在 增 广 相 空间 中 表示 一 条 平行 于 
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轴 的 直线 , 它 在 相 空间 上 的 投影 就 是 临界 点 a。 

可 以 证 明 非 临界 点 的 轨 线 在 任何 有 限时 刻 不 能 到 达 临 界 点 ， 
仅 在 无 限时 刻 能 趋向 临界 点 , 当 1 一 十 co 时 称 轨 线 正 向 进入 临界 
点 ,而 t> 一 oo 时 称 负 向 进入 临界 点 。 事 实 上 , 若 lim x(t, to， xo) 
一 a, xo 了 关 4, 并 设 i 有 限 ,由 连续 性 可 知 必 有 x(i, 0, xo) 二 a, 那 
么 x 三 x(t, to, Xo) 与 x 二 a 都 是 过 (7, a) 的 轨 线 ,这 导致 与 任意 
两 条 轨 线 不 相交 性 矛盾 。 此 外 ,还 可 以 反 过 来 证 明 无 限时 刻 轨 线 
所 进入 的 点 必 为 临界 点 。 这 是 因为 解 x(:，t。，xo) 满足 方程 


dx(i, tos xXo)/di = flx(z, tos Xo) |。 (4. 159) 
两 边 求 极限 ,并 利用 y 的 连续 性 , 则 有 
lim dxC, 如， xo)/dt 一 limfLxCt, to, xo)] 一 f(a)。 (4. 160) 


若 f(a) 关 0, 则 至 少 存在 的 一 个 分 量 了 ;使 fi(a) 关 0, 不 妨 设 
Fa) > 0, 则 由 上 式 可 得 一 定 存在 工 >0 使 当 + 之 开 时 有 


dzi(t to, Xo)/dt > fi(a)/2 > 0。 (4.161) 
因此 , lim z(t, to, xo) 二 十 co, 与 所 设 矛 盾 。 同 理 可 证 明 1-> 一 oo 
的 情形 。 
8. 自治 系统 解 的 延 拓 性 


若 两 个 自治 系统 的 轨 线 (包括 临界 点 ) 除 走向 外 完全 相同 ， 
则 称 这 两 个 自治 系统 是 等 价 的 。 事实 上 ,对 于 自治 系统 而 言 , 主 
要 研究 的 是 其 轨 线 的 性 态 。 因 此 研究 某 一 自治 系统 与 其 等 价 系 
统 是 一 样 的 。 对 于 任 一 自治 系统 二 f(x)，, 车/ 满足 局 部 利 普 
希 获 条 件 ,一定 在 域 D 内 存在 一 个 等 价 系统 ,使 它 的 解 的 存在 区 
间 为 (一 co, 十 oo)。 事实 上 ,我 们 可 以 用 下 述 方法 构造 等 价 系 
统 ,使 DD 的 边界 93D 上 的 点 均 为 系统 的 临界 点 。 由 此 ,在 研究 自 
治 系统 的 轨 线 结构 及 其 渐进 性 态 时 , 均 设 该 系统 的 解 关于 时 间 可 
以 无 限 延 拓 的 。 
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9.。 周期 解 


假设 x== gp(2) 是 自治 系统 = f(x), x EDCR’ 的 解 ,本 是 
一 个 正 数 ,使 p(t 十 T) = p(t?), t E€ R, 那么 g 称 为 自治 系统 的 周 
期 为 工 的 周期 解 。 

可 以 证 明 , 周 期 解 对 应 于 相 空 间 中 的 闭 轨 线 ,同样 相 空间 中 的 
闭 轨 线 必定 对 应 于 周期 解 。 事 实 上 ,考虑 相 空间 中 的 闭 轨 线 C 以 
及 C 上 的 一 点 xo ,方程 的 解 (已 在 :一 0 时 从 xo 出 发 并 沿 着 轨 线 
C 演化。 由 于 解 的 唯一 性 ,C 不 含有 临界 点 ,所 以 | Fo | 宇 8 > 0， 
x E C。 这 蕴含 17 | 之 98>>0 以 致 在 某 一 时 刻 上 一 T, 解 回 到 z 点 。 下 
面 来 证 明 对 于 所 有 的 1:€ 尺 有 9p( 二 r) 二 gl?) ,依照 自治 系统 解 的 
平移 性 质 ,如 果 gp(z) 是 具有 初 值 g(t) = x 的 解 , 那 么 p(t 一 nT) 
是 具有 初 值 p(t 十 nT) = xi 的 解 , 所 以 p(t1) 二 p(t 十 nT), 而 刀 
能 取 (0, T) 中 的 任意 值 ,于 是 g(z) 以 工 为 周期 。 


10. 首次 积分 和 首次 流 形 


设 区域 DC R"， XE 万 ,而 了 是 切 矢 量 , 太 E TU,,. 设 F.D 一 

FR 是 可 微 函 数 ,g:1->DD 是 具有 速度 f 且 经 过 点 x 的 任 一 确定 的 曲 
线 ,g(t) 一 2 那么 区 间 了 工 由 实 函 数 映射 到 实 轴 

(下 。g9)() = Flog()]。 (4. 162) 


函数 斑 沿 矢量 了 的 导数 
LF l= 9 下 站 + 吾 庆 + 十 王 A， 
(4. 163) 
称 为 矢量 场 的 方向 导数 。 
设 表示 所 有 无 限 次 可 微 函 数 F:D->R 组 成 的 集合 ,由 于 函 
数 相 加 保持 可 微 性 ,可 微 函数 的 乘积 仍然 可 微 ,所 以 具有 环 的 


代数 结构 。 从 分 析 的 观点 看 ,Lj :天 >Z 为 一 阶 线性 齐 次 微分 算 子 ， 
在 坐标 1， "ss Tn 中 ,可 写作 为 
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= f+ £2 
Lfharmt th ar (4. 164) 


容易 证 明 LjLs 一 LsLj 不 是 二 阶 的 ,而 是 一 阶 的 , 即 

LsLs 一 LeLyr = Ls. (4. 165) 
此 处 hh 是 依赖 于 f 和 8g 的 矢量 场 。 用 [f, g 表示 的 场 h 称 为 1 和 
g 的 泊 松 (Poisson) 插 号 , 泊 松 括号 李 代 数 的 线性 ,反对 称 性 和 雅 
可 比 恒等式 三 项 基本 要 求 ,所 以 y 形 成 一 个 李 代数 。 从 某 一 坐标 
系 中 矢量 场 了 和 8 的 分 量 出 发 , 泊 松 括号 的 分 量 为 


Lf, sl.— 2(/ a). (4. 166) 
如 果 下 沿 矢量 场 了 的 方向 导数 等 于 零 
LiF = 0, (4. 167) 
则 称 下 为 微分 方程 
X= f(x),xED (4. 168) 


的 首次 积分 。 依 照 上 述 定义 ,显然 沿 着 每 一 个 解 g: 1 一 D, 函 数 下 
是 常数 , 即 若 p 是 解 , 则 函数 Fe9p:T 一 R 是 常数 。 另 一 方面 ,所 谓 
函数 FF;D->R 的 水 平 集 互 是 指点 cE HCR 的 完全 原 像 , 即 集合 
FFCD。 每 一 条 轨 线 属于 且 只 属于 函数 下 的 一 个 水 平 集 , 而 一 
个 水 平 集 对 应 于 给 定常 数 的 F(x) ,所 以 它 又 被 称 作 首次 流 形 。 


8$4.6 临界 点 
1. 线性 化 


对 于 方程 = 一 zx?(t 之 0), xz 二 0 是 一 个 临界 点 而 z(t) 一 0 
是 一 个 定 态 解 。 如 果 考 虑 在 上 = 0 时 解 的 出 发 点 zx。 关 0 的 话 , 对 
于 zw 之 0 与 zo 二 0 定性 与 定量 行为 都 是 不 同 的 两 类 解 。 这 可 以 
从 它 的 解析 解 z(b 一 (zo! 十 站 1, zo 关 0 中 看 出 , 当 解 在 zo 二 0 
时 , 解 在 有 限时 间 趋 向 无 限 。 然 而 ,对 于 方程 + = 一 x(t 之 0)， 
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工 一 0 仍然 是 临界 点 , z(t) = 二 0 是 定 态 解 ,所 有 zo 关 0 出 发 的 解 均 
具有 z(t) 一 0 的 渐 近 行为 。 在 相 空 间 中 , 这 样 的 现象 称 为 吸引 
(attraction) 。 

如 果 存 在 一 个 x 二 a 的 邻 域 Q。 CC R", 使 得 任 一 xz(w) € 0。 
蔓 涵 lim x(0) 一 a, 那么 称 在 R" 中 方程 二 f(x) 的 临界 点 x 一 a 
是 正 吸 引子 (positive attractor); 如果 上 一 一 ce 时 临界 点 x 二 a 具 
有 这 样 的 性 质 , 则 称 为 负 吸 引子 (negative attractor) 。 

在 分 析 定 态 解 与 临界 点 中 , 人们 总 是 从 临界 点 邻 域内 方程 的 
线性 化 出 发 ,即将 f(x) 在 x = 二 a 的 邻 域内 进行 泰勒 展开 


一 全 (x 一 q) 十 高 阶 项 ， (4. 169) 
那么 具有 常 系数 的 线性 化 方程 为 
y= Ay, (4. 170) 
其 中 nn Xn 算 阵 
A= 3f (4. 171) 


i 9y za 
(4. 170) 式 已 将 临界 点 平移 到 原点 。 
为 了 确定 线性 系统 临界 点 的 性 质 ,首先 应 当 利 用 本 征 方 程 
detC(A—41)=0 (4. 172) 
确定 矩阵 A 的 本 征 值 。 存 在 一 个 实 的 非 奇 异 矩 阵 本 对 A 作 相 似 
变换 ,使 得 了 1A 本 成 为 若 尔 当 形式 。 如 果 nn 个 本 征 值 是 各 不 相 
同 ,那么 本 "AT 对 角 元 是 本 征 值 的 对 角形 式 , 如果 某 些 本 征 值 相 
同 ,线性 变换 y 二 Tz 仍 导 致 严格 的 分 类 。 由 于 若 尔 当 形式 非常 简 
单 ,通过 它 就 能 得 到 临界 点 及 其 对 应 相 流 的 特性 。 
2. 线性 平面 自治 系统 


下 面具 体 讨论 平面 线性 系统 的 车 尔 当 形式 
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1 Af™ .1 
网 A(™). (4. 173) 
当 且 仅 当 2X2 上 矩阵 A 的 行列 式 detA 关 0 时 ,系统 (4.172) 有 了 唯一 
临界 点 O(0，0) 。 利 用 非 奇 异 线性 变换 


(0)= 7 人， (4. 174) 
将 系统 (4. 173) 变 为 
G)= To4T 人 (小 (4. 175) 


二 维和 矩阵 的 车 尔 当 标准 型 有 四 种 类 型 ， 
Ai 0 Ai 0 Ai 0 oa B 
( 让 ( ,)， 4 2 ) (2 小， ‘4. 176) 
其 中 和 1 和 4 为 本 征 方 程 富 一 Gani 十 azz)A 十 (anazz 一 alzasl) 一 0 
的 两 个 不 同 实 根 , a 土 Bi 是 一 对 共 示 复 根 。 利 用 这 些 记号 ,对 于 平 
面 自治 系统 的 临界 点 ,可 分 成 下 述 五 种 情形 进行 讨论 。 
(1) 两 本 征 根 为 不 同 实 根 且 同 号 


在 alaaz 一 aizasl 之 0, (an 一 aQzz)? 十 4awzaz 之 0 时 , (4.175) 
式 为 


y A 
全)= ( ™)， (4. 177) 
yz Az yz 
其 通 解 为 
Yi = Ce, ys 一 ce (4. 178) 


当 an 十 aw <0, 即 1<0,1<0 时 ,临界 点 O 渐 近 稳 定 , 除 两 条 
曲线 外 其 余 各 解 曲线 都 沿 两 个 方向 趋 于 O 点 。yi 轴 事 实 上 含有 
三 条 轨 线 y=0, y1>0; y= 0, N10; y=0, yi=0。 同样 ， 
2 轴 也 含有 三 条 轨 线 。 由 (4. 178) 式 可 得 
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有 一 王 一 竺 
32 4 
当 和 > 和 ja 时 ,一 co 有 一 0, 所 以 除 % 一 0 外 ,其 他 轨 线 均 切 
Jy1 轴 趋 于 O 〇 点 。 当心 A 时 ， 一 > 十 co k— oo0, 所 以 除 yi 一 0 
外 ,其 他 轨 线 均 切 y; 轴 趋 于 O 点 。 此 时 O 点 称 为 结 点 (node) 。 
对 于 A 的 本 征 根 有 负 实 部 的 情形 , 轨 线 均 趋 于 O 点 ,我 们 统 
称 这 样 的 O 点 为 汇 (convergence) ;在 A 的 本 征 根 都 有 正 实 部 的 情 
形 , 轨 线 的 箭头 取 相 反 的 方向 ,也 就 是 上 增加 时 轨 线 向 远离 O 点 的 
方向 运动 ,或 者 说 1-> 一 oo 时 轨 线 趋向 于 O 点 ,我 们 将 这 样 的 O 点 
称 为 源 (source)。 以 下 情形 可 仿 此 处 理 , 不 再 装 述 。 
(2) 两 特征 根 为 重 根 
在 Qlid22 — di2Q21 > 0， (a 一 Qzz)2 十 4aizaai 一 0 时 ， (4. 175) 
式 第 一 种 可 能 形式 为 


ez at, (4. 179) 


Yi1 A1y1 
四 ) G ys) ， 4. 180) 
其 通 解 为 
Y= Ce’, ya = (citt cs) ei’, (4. 181) 
所 以 
oo (to0), (4. 182) 
1 C1 


且 当 + 一 一 全 时 二 0， 即 轨 线 在 + 一 一 全 过 和 轴 , 所 以 轨 线 均 


切 yz 轴 于 O 〇 点 ,这 时 临界 点 称 为 退化 结 点 。 
在 这 种 情形 的 第 二 种 可 能 情形 是 (4. 175) 式 为 


G)= (2 ) (4. 183) 
其 轨 线 方程 显然 满足 
= (4. 184) 
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罗 线 均 为 进入 或 离开 临界 点 O 的 半 折 线 , 这 时 称 O 点 为 临界 
结 点 。 

(3) 两 共 斩 复 本 征 根 , 且 实 部 不 为 零 

在 aaa2z 一 alzazl 盖 0，(all 一 azz)2 十 4alzasl 过 0 时 , (4. 175) 
式 为 


. +p 
(3)= (C0 (4. 185) 

作 极 坐标 变换 y, 二 rcos 0，y% 二 rsin 9, 可 得 
(5)= Cy (4. 186) 


(4. 186) 式 的 通 解 为 
r=ce"*, 0=—Bttc, cl 二 0。 (4. 187) 


容易 看 出 , 轨 线 为 环绕 O 点 的 螺 线 。 这 时 的 临界 点 O 称 为 焦点 。 
a<< 0 稳定 ,gw>0 不 稳定 ; 8 过 0,9 逆 时 针 旋 转 , p> 0, 9 顺 时 针 
旋转 。 

(4) 本 征 根 为 共 圈 纯 虚 根 

在 aiiaz 一 aw2zaz 之 0, an 二 一 Qazz 时 ,《4. 175) 式 为 


V1 By?: 
人 一 )， (4. 188) 
轨 线 显然 是 以 〇 点 为 中 心 的 同心 圆 族 。 当 6 二 0 时 , 轨 线 沿 逆 时 
针 方向 旋转 ; 当 8 > 0 时 , 轨 线 沿 顺 时 针 方向 旋转 。 这 时 的 临界 点 
称 为 中 心 。 

(5) 本 征 根 与 异 号 实 根 

在 aaz 一 alza 二 0 时 ,系统 (4.175) 仍 为 (4. 177) 式 的 形式 ， 
但 这 时 XA 二 0。 yi 二 0, yz 一 0 分 别 为 轨 线 ,但 当 上 > 十 co 时 ,或 
者 yi 一 0, ys 一 00; 或 者 yy 一， yz 一 0。 这 时 奇 点 O 称 为 鞍点 
(saddle) 。 

当 线性 系统 (4. 173) 的 临界 点 为 汇 时 ,是 稳定 的 ,并 且 当 :一 十 oo 
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时 , 轨 线 趋向 于 临界 点 , 即 也 是 渐 近 稳定 的 。 中 心 是 稳定 的 但 不 是 
渐 近 稳定 的 。 源 是 不 稳定 的 ,鞍点 也 是 不 稳定 的 。 


3. 非 线性 平面 自治 系统 
设 一 般 的 平面 系统 


= ™), (4. 189) 
2 P(x1, Xx2) 

其 中 Pi, Ps €E C(DER’), HB Pi(0, 0) = P;(0, 0) = 0, 则 
(4. 189) 式 可 改写 成 


全)= (7 二 awZzz 十 Xi(Czl， 


(4. 190) 
Qz1T1 十 ad22Tz 十 和 2 (XT1, 2) 


其 中 Xi, Xs = 0(7) ,r= (zx? 十 x2) 且 Xi ，Xs: 连续 可 微 。 若 
det A = aaal 一 Qazaz 天 0, 且 称 临界 点 O 为 初等 的 ,否则 称 为 
高 阶 临界 点 。 容 易 证 明 初等 临界 点 必定 是 孤立 的 。 

对 于 非 线性 系统 (4. 190) 的 临界 点 类 型 存在 下 述 两 条 判定 
定理 。 

佩 龙 (Perron) 定 理 1 设 系统 (4. 190) 中 的 X，X 满足 条 
件 (1) 在 O 点 邻 域内 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ，(2)Xi ，Xs 二 0(Cr)， 
那么 在 焦点 、. 结 点 和 坑 点 的 情况 , 非 线性 系统 的 临界 点 性 质 对 应 
于 线性 系统 的 情形 。 

佩 龙 定理 2 设 系统 (4. 190) 中 的 Xi ，Xs。 满足 条 件 (1) 在 O 
点 邻 域内 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,(2)Xi, Xs = 0(r'*) ,6 是 任意 固 
定 的 正 数 ,那么 在 临界 结 点 和 退化 结 点 的 情形 , 非 线性 系统 与 线性 
系统 的 临界 点 类 型 也 相对 应 

当 Xi ，Xs 在 O 点 邻 域 内 为 解析 函数 时 , 佩 龙 定理 的 条 件 显 
然 满足 ,这 时 上 述 各 种 类 型 的 临界 点 完全 由 其 线性 化 系统 确定 。 
佩 龙 定理 讨论 的 非 线性 系统 所 对 应 的 线性 系统 的 两 个 本 征 根 的 
实 部 不 是 零 的 情形 ,如果 本 征 根 为 共 罗 纯 虚 根 , 即 对 应 线性 系统 
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的 临界 点 为 中 心 时 ,问题 将 会 变 得 较为 复杂 。 事实 上 ,中 心 的 结 
构 是 不 稳定 的 ,在 加 上 非 线性 项 后 ,中 心 可 能 保持 为 中 心 , 也 可 
能 变 成 稳定 或 不 稳定 的 焦点 。 在 实际 应 用 中 , 下 述 两 条 判定 定 
理 是 比较 有 用 的 。 

定理 3 设 平面 系统 (4. 189) 所 对 应 的 线性 系统 以 O 为 中 心 ， 
且 矢 量 场 p 一 (pi， ps) 关于 二 轴 或 zs 轴 对 称 , 则 临界 点 O 必 为 
非 线性 系统 的 中 心 。 

定理 4 对 于 系统 (4. 190) 所 对 应 的 线性 系统 以 临界 点 O 为 
中 心 , 且 Xi， Xz 在 O 〇 点 的 6 邻 域 内 解析 ,又 若 该 系统 在 8 邻 域内 
存在 一 个 连续 的 首次 积分 , 则 O 必 为 非 线性 系统 的 中 心 。 


4. 细 焦 点 及 其 形式 展开 判定 方法 


如 果 非 线性 系统 的 焦点 是 对 应 线性 系统 的 中 心 , 则 此 焦点 称 
为 该 非 线性 系统 的 细 焦 点 (fine focus); 如 果 非 线性 系统 的 焦点 对 
应 于 线性 系统 的 焦点 , 则 称 其 为 粗 焦 点 (rough focus) 。 

在 实际 应 用 中 , 常 使 用 一 种 称 作 形式 展开 法 (formal expan- 
sion) 的 方法 来 判定 细 焦 点 。 设 平面 系统 (4. 189) 在 O 〇 点 的 6 邻 域 
内 解析 , 且 O 点 为 对 应 的 线性 系统 的 中 心 , 从 而 O 只 能 是 非 线性 
系统 的 中 心 或 焦点 。 现 将 Pl ，P 展开 成 寡 级 数 ,并 进行 适当 的 线 
性 变换 ,可 得 


2 Xj xi, TX2) 


y 十 > Xi (zi， Xx2) / 
j=2 
2 Xs (zl， ZX2) 


一 工 十 2) Xs x, Xz) 
j=2 


(4. 191) 

其 中 Xj, Xz 均 为 和 zz 的 7 次 齐 次 多 项 式 。 
依照 定理 4, 如 果 在 8 邻 域 内 能 求 得 非 线性 系统 (4. 191) 的 首 
次 积分 ,O 点 必 为 该 系统 的 中 心 ,否则 可 以 证 明 O 点 为 细 焦 点 。 
这 个 首次 积分 更 (zi，z) 一 < 可 以 用 形式 级 数 法 去 发 现 ,将 
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多 (Zz1，Z2) 写成 时 级 数 的 形式 


V(xz1, Xx) = 2 Vlx, zz) 一 好 十 过 十 DW, 2)。 
i=2 i 二 3 
(4. 192) 
如 果 于 (x1，xs) = c 是 系统 (4.191) 的 首次 积分 ,那么 将 系统 的 解 
X(t) 二 (Xz1(2)， zz (1)) 代 人 有 dx (7), xs(t)]/dt 二 0。 如果 逐 
次 确定 各 次 齐 次 多 项 式 (zi ,xi) ,i 二 3,，4，…，, 并 证 明 所 得 的 


形式 级 数 (4. 192) 式 在 O 点 的 8》 邻 域 内 收敛 , 则 到 (zi ，xzs) 即 为 所 
求 的 首次 积分 。 更 沿 系统 解 x( 世 对 上 的 全 导数 


2 ooe oo 
dzLzri(D，zs(b] = 2 208/37) (2 Xe) 
了 一 1 


= DG，， (4. 193) 
k=3 i>2 
凑 1 
择 j=& 
其 中 
2 
@, = 3) PX,, i 之 2,j 之 1。 (4. 194) 
a=1 a 


首次 积分 存在 性 要 求 (4. 193) 式 中 各 齐 次 多 项 式 分 别 为 零 , 即 


2 a 
2 Bs = 2 2 Fs 一 0， k= 3,4,.。 (4. 195) 


利用 本 (zza) 二 x? 十 x 和 (C4.195) 式 便 可 以 得 到 乎 (zi, zs) 
的 形式 级 数 展开 ,可 以 证 明 该 级 数 必定 收敛 ,从 而 O 为 中 心 , 若 对 
于 某 一 个 i, 不 能 求 出 F; ,那么 非 线性 系统 的 临界 点 O 为 焦点 。 

利用 上 述 方 法 来 判定 焦点 或 中 心 在 实际 问题 中 是 比较 实用 
的 ,但 计算 相当 元 长 ,经 常 需要 使 用 微机 进行 计算 。 我 们 在 这 里 仅 
用 一 个 简单 例子 来 说 明 具 体 过 程 是 如 何 实 施 的 。 考 虑 下 述 非 线 性 
自治 系统 
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2)=| ,| 4.196) 
2 —ZX1 二 Bri 十 Yrixs 一 az3 


系统 (4. 196) 右 边 的 函数 解析 ,临界 点 O 在 对 应 的 线性 系统 中 为 
中 心 。 现 应 用 形式 展开 法 


V(rzi, X22) 一 zx? +z? 十 Wa (Xi ,Xz) 十 (Xl1， ZX2) 十 … 
(4. 197) 


沿 系统 (4. 196) 的 解 求全 导数 得 
dF/dt = (2z 十 9 加 /azl + OW /9xi + "") ze 


十 (2z 二 +9W/9z 二 oOW/9z 十) (zi 十 Br 十 Yrizx? ar?)。 
(4. 198) 
从 dF/dt 二 0 的 三 次 齐 次 多 项 式 有 
一 zz(3EV/3z) 十 zi(aYs/ars) = 2Brixs (4.199) 


作 极 坐标 变换 zi == rcos 09, x; = rsin0, Ws(ri, Xi) 三 13G;(0) ， 
则 有 


aLr’® (0) ]/90 = dWs/90 
=(—rsin 0a/9xi 十 (rcos O09 /or 
= — Zz (9 /971) x19/9r). (4.200) 
所 以 (4.199) 式 约 化 为 
ag; (0) /390 = 26coszbsin 0， (4. 201) 
从 (4. 201) 式 即 可 导出 


lm, x) = rE (0) 一 一 和 Br。 (4. 202) 


继续 考察 dF/d 二 0 的 四 次 齐 次 多 项 式 , 可 得 
一 并 2 (a /9x1) 十 zi (3 也 /gz ) 一 2yr17 一 2az! 9 (4. 203) 
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作 极 坐标 变换 了 (x1 » 2 ) 三 riD, (0)， 则 有 
39@, (8)/90 = 2ycos 0sin30— 2asint0 = OO,(0,. (4. 204) 
积分 (4. 204) 式 ,得 


QO,(0) 一 一 2u 


_ 2 
(2) 十 2ycos 0sin30 


=—3e+e@: (0)， 


其 中 Bi (9) 是 周期 为 2x 的 函数 , 且 在 L[0，2rx] 上 的 积分 值 为 零 , 但 
G@, (0) 不 存在 周期 为 2r 的 解 ,容易 看 出 


3a@, (0) /90 = O40) 十 Ta (4. 205) 


应 有 周期 为 2r 的 解 , 回 到 直角 坐标 即 有 
dF 
dr 

所 以 , 当 a>>0 时 临界 点 为 稳定 的 细 焦 点 ; 当 w< 0 时 ,为 不 稳定 的 


5. 高 维系 统 的 临界 点 


考虑 维 线性 自治 系统 
X= Ax (4. 206) 


零 解 x(z) 二 0 在 相 空间 中 的 点 对 应 的 是 系统 的 临界 点 。 利 用 A 
的 本 征 值 和 本 征 矢量 将 A 化 成 若 尔 当 标准 型 , 即 可 判定 临界 点 的 
稳定 性 以 及 临界 点 邻 域内 轨 线 的 性 态 。 

当 A 的 本 征 值 41 , X2,，…, 4 互 不 相同 时 ,利用 相似 变换 将 A 
化 为 若 尔 当 标准 型 后 , 即 可 求 得 解 的 表达 式 。 在 这 种 情形 ，ceew ， 
二 1,…, nn 是 (4.206) 式 的 n 个 独立 解 。 例 如 


=— 3S? + zt) + OG’), 
4 


3 一 2 0 
A= |1 1 0|, (4. 207) 
0 0 3 


8$4.6 临 界 点 177 


容易 求 得 A 有 本 征 值 M; = 2 十 i, Xz 二 2 一 i, hs 一 一 3。 利 用 非 奇 
蜡 矩 阵 


1] 1 0 
了 一 II0 1 0 (4. 208) 
0 0 1 
可 将 A 矩 阵 化 为 
2 一 1 0 
TAT= |1 2 9 (4. 209) 
0 0 一 3 
由 此 而 求 得 满足 初 值 条 件 x(0) = e 的 解 x(2) 二 er Mre 为 
ecost 一 ezsint 0 
x(t) 一 了 etsint ecost 0 |1Tiec 
0 0 Ee 
ez (cost + sinz) — 2e*sint 0 
一 esint ex(cost—sint) 0 |c。 (4.210) 
0 0 G 


根据 (4. 210) 式 ,在 临界 点 邻 域 的 轨 线 性 态 很 容易 得 到 , 显然 临界 
点 O 是 不 稳定 的 。 
当 人 的 本 征 值 4 具有 wm 重 退化 时 , 解 的 形式 就 稍微 复杂 一 
些 ,m 个 独立 的 解 为 
Poe, P(e', P, (1)e', "°° Pi(t)e', (4. 211) 
其 中 Pi(t), k=0,1, **°, m 一 1 是 & 阶 的 多 项 式 。 例如 
0 一 2 一 1 一 1 
] 2 1 1 
0 0 0 1 


容易 求 得 4 二 1 是 A 的 4 重 本 征 根 ,系统 满足 初 值 x(0) = e 的 
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解 为 
3 t 
] 一 上 5 2 5 5 t 5 
t lt 1 t 
x(t) = 2 2 » 2 ec 
f t t t 
了 上 lts 3 
0 0 1 
(4. 213) 


由 解 (4. 213) 容 易 看 出 ,系统 (4. 212) 的 零 解 是 不 稳定 的 , 且 轨 线 先 
向 四 维 空间 中 的 xs == 0 相 切 ,再 向 三 维 空间 的 z 二 0 相 切 ,最 后 
向 下 1 二 3 平面 上 的 1 Xs 相 切 而 进入 临界 点 。 

n 维 线性 系统 的 稳定 性 可 以 根据 矩阵 A 的 本 征 值 实 部 的 符号 
确定 。 设 A 是 2m X 2m 阶 实 矩阵 ,上 且 有 27m 个 复 本 征 值 41 二 = 
qi 十 坊 ，A2 = A = Qz 十 iB , An = A 二 an 十 Bw， 则 存在 A 的 
一 组 广义 本 征 矢量 

Wi =W= 二 y= 1,2, ,Mm, (4. 214) 
使 得 {mu ,Vs Us Ve oe, Un Vn} 可 作为 R” 的 基 ,可 逆 和 扎 阵 T= 


Vis Us bo, U2, Vn Um) 使 得 


A=S+N, TST=D, (4. 215) 
其 中 
Di 0 0 
: D 0 .pa. 
D = ? , D; = | “|， (4. 216) 
0 0 0 pb Qj 
0 D。 


且 N=A4 一 SS 是 宪 零 矩阵 ( 即 对 某 个 ,要 求 N* 为 零 矩阵 )， 
NS = SN 。 对 于 这 样 的 线性 自治 系统 ,满足 初 值 条 件 x(0) 一 的 
解 可 表示 为 


k 
xD = TXT-1 >) SFe, (4. 217) 
i=0 了 
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其 中 
Xi 0 0 
0 X; 0 ecosBt 一 esin pi 
“一 0 0 e'sinBt es'cosBt 
0 XK 


(4. 218) 


显然 利用 (4. 217) 式 就 可 以 方便 地 分 析 临 界 点 的 稳定 性 及 临界 点 
邻 域 范围 内 轨 线 的 性 状 。 
由 于 {us 嫉 ， 12，V2， 1 Vn} 作为 R” 中 的 一 个 基 , 根据 
本 征 值 实 部 的 符号 ,可 将 Re 分 解 为 下 述 三 个 子 空间 ， 
F’ = Span{u, y; | a; < 0)}, 


EF" = Span{u,, v | a; > 0)}, (4. 219) 


FE 一 Span{u;， VV; | Qa; 一 0} 9 


它们 分 别 对 应 临界 点 的 稳定 子 空间 .不 稳定 子 空 间 和 和 中心 子 空间 ， 
显然 "二 玉 国 殊 四 FEF 

对 于 一 般 的 非 线性 自治 系统 ,我 们 不 可 能 要 求 它 有 一 个 整体 
的 稳定 或 不 稳定 分 析 , 但 可 以 在 适当 条 件 下 得 到 局 部 范围 内 的 结 
果 。 利 用 哈 特 曼 - 格 罗布 曼 (Hartman-Grobman) 定 理 ,可 知 在 线性 化 
系统 的 临界 点 没有 零 实 部 本 征 根 时 ,在 临界 点 邻 域内 非 线性 系统 与 
其 线性 化 系统 的 轨 线 拓扑 等 价 。 事 实 上 ,平面 系统 作为 一 个 特例 ， 
已 经 较 详细 地 研究 了 这 些 性 质 ,对 于 中 心 流 形 需要 特殊 处 理 。 在 实 
际 问题 应 用 中 ,这 一 类 临界 点 的 稳定 性 分 析 是 十 分 重要 的 。 


$ 4.7 ”宇宙 动力 学 


1. 瞳 能 量 场 


现代 宇宙 学 的 分 水 岭 是 从 1998 年 超新星 (SNela) 的 观测 事 
实 作为 标志 的 。 利 用 SNela 超新星 的 视 亮 度 为 天 文学 家 提供 了 
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一 条 测量 宇宙 不 同 历史 时 期 的 膨胀 速度 的 途径 ,1998 年 两 个 独立 
的 观测 组 惊讶 地 发 现 宇 宙 的 膨胀 速度 是 在 不 断 加 快 的 , 而 不 是 以 
往 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 所 预言 的 那样 逐渐 变 慢 。 这 就 是 人 们 发 
现 暗 能 量 的 第 一 个 征兆 , 暗 能 量 导致 一 种 与 引力 效应 相抵 消 而 推 
动 各 个 星系 相互 远离 的 作用 力 。 虽 然 超新星 数据 极 具 吸引 力 ,但 
许多 人 在 接受 这 一 不 寻常 的 想法 时 仍然 有 些 犹 驳 。 随 后 ,不 少 天 
文学 家 行动 起 来 ,以 各 种 独立 的 方式 来 检验 这 种 排斥 性 的 作用 力 
是 否 真 的 存在 。2003 年 , 威 尔 金森 微波 各 向 异性 探测 器 (WMAP) 
的 宇宙 微波 背景 (CMB) 数 据 和 斯 隆 数 字 巡 天 计划 (SDSS) 的 星系 
结 团 数据 以 及 其 他 几 个 观测 结果 一 起 ,使 暗 能 量 存 在 问题 得 到 了 
肯定 的 答案 。 结 束 了 人 们 长 达 数 十 年 之 久 的 关于 宇宙 构成 组 分 的 
争论 ,证 实 我 们 的 宇宙 比 想象 的 更 不 寻常 。 宇 宙 只 有 百 分 之 几 为 
组 成 恒星 .行星 以 及 我 们 人 类 本 身 那 样 的 普通 物质 , 百 分 之 二 十 几 
为 天 体 物理 学 家 所 认为 的 由 仍 未 被 探知 的 粒子 所 组 成 的 奇异 物质 
(暗物质 ) ,而 剩 下 的 百 分 之 七 十 左右 就 是 暗 能 量 。 

在 理论 上 ,最 有 可 能 的 暗 能 量 的 候选 者 是 一 种 被 称 作 第 五 要 
素 (quintessence) 的 标量 场 。 所 以 在 最 近 几 年 来 ,标量 字 宙 学 得 到 
了 宇宙 学 家 们 的 大 量 关注 ,并 已 得 到 了 较 丰 富 的 成 果 。 除 此 之 外 ， 
暗 能 量 主 要 候选 者 还 有 宇宙 学 常数 . 玻 恩 - 因 费 尔 德 (Born- 
Infield) 场 .要素 (&essence) 和 恰 普 雷 金 (Chaplygin) 气 体 等 。 最 
近 的 观测 表明 暗 能 量 的 态 方程 参数 w 的 范围 可 能 小 于 一 1, 该 结 
果 向 传统 的 物理 学 提出 了 挑战 ,这 是 因为 所 有 具有 正则 拉 格 朗 日 
量 的 理论 都 有 w > 一 1 的 结论 。 天 体 物理 学 家 提出 了 一 种 被 称 作 
phantom 的 非 正则 标量 场 模型 ,也 引起 了 较 多 的 讨论 。 


2. 弗 里 德 曼 - 罗 伯 还 -沃克 (Friedmann-Robertson-Walker) 字 宙 


在 宇宙 的 太 度 上 ,空间 是 均匀 和 各 向 同性 的 。 所 谓 均 匀 , 指 空 
间 不 同 点 上 的 度 规 应 没有 区 别 ; 而 各 向 同性 , 则 是 指 从 一 点 度量 不 
同方 向 应 没有 区 别 。 正 是 这 两 方面 的 要 求 ,把 度 规 的 一 般 形式 限 
定 得 非常 简单 ,最 一 般 的 具有 均匀 和 各 向 同性 空间 的 四 维 时 空 度 
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规 称 为 罗 伯 进 -沃克 度 规 , 它 可 以 写作 


ds = cede —alt)’ +rdo+rsinld ), (4. 220) 


dr 
1—kr? 
其 中 标 度 因 子 a(#) 可 以 是 任意 函数 ,& 二 1, 0, 一 1 分别 对 应 闭 、 
平坦 和 开 宇 宙 。 字 宙 的 具体 运动 情形 应 由 动力 学 方程 决定 ,在 广 
义 相对 论 中 引力 程 方程 


lg,R 一 8rC 了 了 9 (4. 221) 


R,, 一 3 


其 中 g,, 是 时 空 度 规 ,R,, 是 里 奇 曲率 张 量 ,R 是 曲率 标量 ,而 工 .是 
能 动 张 量 。 

相应 于 空间 是 均匀 和 各 向 同性 的 时 空 ,物质 应 是 理想 流体 的 
形式 。 理 想 流 体 每 一 点 的 速度 为 v, 以 此 速度 运动 的 观测 者 看 到 
他 周围 的 流体 应 是 各 向 同性 的 。 如 将 流体 看 成 是 连续 介质 ,不 对 
每 个 粒子 作 细 致 描写 , 而 是 用 统计 平均 量 温度 本 .压力 p、 密 度 p 
等 来 描述 。 在 共 动 坐标 系 (comoving coordinates system) 中 
v 二 0, 能 动 张 量 


p 0 0 0 
,， lo po0oD 
Tw 一 (4. 222) 
0 0 p00 
0 0 0 
利用 洛 伦 效 变 换 , 回 到 静止 坐标 系 ,能 动 张 量 为 
了 2 =— pe” + (p+ puww’, (4. 223) 


其 中 w 是 流体 的 四 维 速度 , we = (1, 0, 0, 0)。 
将 (4. 220) 和 (4. 223) 式 代 人 爱 因 斯 坦 方 程 (4. 221), 可 得 时 - 
时 分 量 方程 
3d/a =— 4nG(p+ 3p) (4. 224) 


和 空 - 空 分 量 方 程 
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G/a 十 262/a2 十 2&1/a2 一 4rGCGp 一 力 )Q3 9 (4. 225) 
其 他 分 量 方程 都 为 恒等式 。 用 (4. 224) 和 (4. 225) 式 消去 4 项 ,得 
到 a 的 一 阶 微分 方程 
FF = 2 于 一 各 ， (4. 226) 
其 中 哈 皂 (CHubble) 参 数 电 二 4/a, (4. 226) 式 被 称 作 弗 里 德 曼 方 
程 。 利 用 能 动 张 量 的 守恒 性 Te 二 0, 可 得 


Dp 十 
Se 十 3 人 2 £)]=0. (4. 227) 


在 上 述 四 个 方程 中 只 有 两 个 是 独立 的 ,但 这 些 方程 中 涉及 到 
三 个 未 知 柄 数 a, op 和 pp ,从 而 说 明 这 些 方 程 尚 不 完备 。 若 对 理想 
流体 , 即 均匀 和 各 向 同性 介质 引入 状态 方程 

p= plp), (4. 228) 
就 得 到 一 组 完备 的 动力 学 方程 。 

对 于 非 相 对 论 性 介质 , 即 介质 粒子 的 热 动 能 远 小 于 它 的 静止 
能 , 则 有 训 < o, 这 种 介质 被 称 为 尘埃 (dust) 物 质 。 忽 略 热 动能 等 
于 忽略 压强 ,从 (4. 227) 式 解 出 pna? 二 pmoa3。 如 果 介 质 是 相对 论 
性 的 , 则 状态 方程 为 p = p/3。 这 种 介质 统称 为 辐射 ,由 (4. 227) 式 解 
得 pa = pr oai。 由 于 现时 宇宙 处 于 物质 优势 时 期 ,观测 数据 表明 


On 0/ pm, 0 x 2 X107, (4. 229) 
同时 从 两 类 物质 的 演化 规律 ,有 
pr/pn = py,0/ pm, 04)o (4. 230) 


(4. 230) 式 表明 往 过 去 回溯 , 即 a 越 小 ,辐射 所 占 的 比例 越 大 。 在 
宇宙 均 分 (equipartition) 时 期 o = p,, 宇宙 的 辐射 密度 与 非 相 对 
论 物质 密度 相等 。 在 宇宙 更 早期 ,宇宙 就 处 于 辐射 优势 时 期 。 

理论 上 宇宙 的 曲率 因子 可 以 取 正 值 . 负 值 以 及 零 值 。 将 弗 
里 德 曼 方 程 改写 成 
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k= Se-(p—p.), (4. 231) 


其 中 p. = 3 了 H /8xG 称 为 临界 密度 ,其 值 由 哈 勃 参数 决定 。 
由 (4. 231) 式 容易 看 出 , 的 符号 取决 于 实际 密度 p 和 临界 密 
度 的 相对 大 小 。 定 义 两 者 之 比 为 Q 三 p/p:， 它 被 称 作 宇 宙 学 密 
度 。 当 前 的 测量 值 
0.98 二 0 1.08。 (4. 232) 


这 表明 我 们 生活 在 一 个 具有 临界 密度 的 宇宙 中 ,观测 倾向 于 我 们 
的 宇宙 是 平坦 的 。 


3. 标量 宇宙 学 


在 空间 平坦 的 罗 伯 逊 -沃克 时 空 (c = 1)， 
ds? = dt — a(t)’dzi, (4. 233) 


号 表示 


多 一 。 (4. 234) 


该 标量 有 最 一 般 的 指数 形式 
V(#) 一 DRe™, (4. 235) 


其 中 a (i 二 1, 2,…, m) 是 m 个 NN 维 矢量 ,B; 是 m 个 常数 ,可 
以 取 正 值 或 负 值 ,m 个 矢量 a; 组 成 一 个 mxN 和 矩阵 air 。 标 量 场 入 
的 运动 方程 、 弗 里 德 曼 方程 和 加 速度 方程 分 别 为 


$+3Hii+ oo 


2 . . 
H: = 全 (9 “十 2V)， (4. 237) 
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H =—$($ .$)， (4. 238) 


其 中 心 = 8nG。 在 上 述 三 个 方程 中 ,存在 N 十 1 个 自由 度 , 即 N 个 
标量 场 $ 和 标 度 因子 4, 所 以 仅 有 NN 十 1 个 方程 是 独立 的 ,例如 ,可 
以 选择 弗 里 德 曼 与 N 个 标量 场 方程。 

在 $4.5 的 讨论 中 ,已 经 知道 一 个 动力 学 系统 的 轨 线 的 起 始 
点 和 终点 应 是 临界 点 ,临界 点 描写 了 渐 近 行为 。 这 样 就 存在 着 两 
类 轨 线 :中 异 宿 轨 线 (heteroclinic orbit) 是 联系 两 个 不 同 的 临界 点 
的 轨 线 ;@ 同 宿 轨 线 (homoclinic orbit) 是 从 一 个 临界 点 出 发 再 回 
到 自身 的 轨 线 。 

具有 多 指数 势 的 标量 理论 的 优点 在 于 它 产 生 一 个 自治 系统 ， 
定义 加 十 NN 个 新 变量 


zi 一 ei (4. 239) 
y= KYB (4. 240) 
v3H 
在 新 变量 下 面 , 原 方程 组 约 化 为 
去 =—— 3yz 上 any， (4. 241) 
让 十 严 二 1， (4. 242) 
号 一 32， (4. 243) 


其 中 妇 = >) 二 >)" 由 (4.243) 式 ,容易 导出 宇宙 
加 速 膨胀 的 条 件 是 之 一 地。 利用 (4. 240) 式 ,可 导出 
去 一 VS3CQW3z2 a» x)y,, (4. 244) 


假定 标 度 因子 是 严格 单调 的 ,所 以 可 用 变量 N 一 In a 来 代替 宇宙 
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时 间 z 作为 演化 参数 。 采 用 NN 变量 后 ,将 哈 勃 参量 排除 在 标量 运 
动 方程 和 y; 的 方程 之 外 ,从 而 极 大 地 简化 了 标量 宇宙 学 方程 组 : 


Ga 一 一 3y2zi 十 VS day?) (4. 245) 
dN 1 
和 = VII 一 wy。 (4. 246) 


临界 点 方程 是 (N 十 mm) 个 二 次 代数 方程 


(V3x: — a;* x)y; = 0, (4. 247) 
— 3yx1 +V3 Dasy’ 一 0。 (4. 248) 
i 一 1 


当 所 有 y; 天 0 时 , 称 该 临界 点 为 正解 (proper solution) , 而 存在 某 
些 i 二 0 的 临界 点 称 为 非 正 解 (non-proper solution) 。 当 所 有 
yi 均 为 零 的 特殊 情形 的 非 正 解 总 是 存在 的 ,这 时 , x? 二 1, 并 因此 
而 命名 它 为 赤道 (equator) , 某 些 y 为 零 的 解 对 应 于 标量 场 取 无 限 
值 , 它 们 不 是 运动 方程 的 正解 ,但 是 作为 轨 线 的 渐 近 行为 是 十 分 重 
要 的 。 如 用 y; 为 零 的 数目 对 临界 点 分 类 的 话 , 易 知 最 多 存在 着 
2” 类 临界 点 。 

和 矩阵 oi 的 秩 R 对 应 于 独立 的 a; 矢量 数目 , 它 给 出 了 出 现在 
势 中 标量 场 的 有 效 数 目 。 在 适当 地 重新 定义 下 ,仅仅 有 尺 个 场 出 
现在 势 中 ,余下 的 (N 一 R) 个 标量 只 出 现 动能 部 分 , 而 它们 在 临界 
点 的 讨论 时 是 退 耦 的 。 显 然 ,在 六 盖 和 的 情形 必定 会 出 现 退 耦 的 
标量。 标量 场 的 重 定义 可 以 通过 SOCN) 旋 转 来 实现 , 因为 任何 
SOCN) 转 动 将 保持 动能 项 不 变 ( 即 x? 不 变 ) 并 使 由 变 成 几 ， as 
一 ait 一 光一 av 一 0( 对 所 有 的 方 。 从 (4. 248) 式 可 知 ,对 于 退 耦 
标量 场 的 临界 点 均 为 零 rzg+ 一 XR+2 二 二 Xn 二 0, 所 以 仅 需 要 
考虑 1 一 1, 2,…, RR 的 情形 。 在 R 二 nn 情形 ,a 是 一 个 方 阵 , 定 
义 二 次 型 矩阵 


A;j =@;*Q;。 (4. 249) 
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可 以 将 一 般 的 指数 势 分 成 det4 天 0 和 detA4 = 0 两 类 ,前 者 对 应 
于 R= m 人 情形 ,而 后 者 对 应 于 R < m 的 情形 。 

在 民 二 m 和 情形 ,利用 (4. 242) 式 容易 证 明 /二 0 蕴含 着 3》: 一 
0。 可 以 求 得 唯一 的 正 临界 点 


zi = 8b Sary?, (4. 250) 
3 一 1 会 
y= > (A-1),, (4. 251) 


其 中 pp 二 (3x?) ,该 临界 点 对 应 于 宇宙 膨胀 的 宕 律 解 a(z) ~ 坟 。 
非 正 临界 点 对 应 于 某 些 y; 为 零 , 用 指标 <，2，c，… 参 数 化 非 零 y 
子 集 ,也 能 导出 相应 的 非 正 临界 点 


zi 一 HPT De 2 ， (4. 252) 
2 一 3p=15 A),, (4. 253) 
3p 
其 中 
p= 2 (Ms. (4. 254) 
a'b 


在 Rm 和 情形 ,一 般 的 处 理 较 繁复 ,这 里 仅 指出 不 仅 可 能 有 
军 律 膨胀 正 临界 点 ,而 且 会 出 现 指 数 膨胀 的 所 谓 德 * 西 特 (de Sit- 
ter) 临 界 点 。 


4. 双 指 数 势 宇宙 动力 学 


在 这 里 ,考虑 单 标量 场 % 和 理想 流体 的 双 指 数 势 宇宙 动力 学 。 
宇宙 动力 学 系统 , 

H=—$(@ + pr+#), (4. 255) 

br =— 3H(p, + p,), z (4. 256) 

$+3Hi+V(#) = 0， (4. 257) 
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正 一 与 (w 十 on)， (4. 258) 


其 中 VC(8) 二 eax 十 hze%*，p, 是 具有 正 压 态 方程 p, = 
(7 一 Dp 的 理想 流体 密度 ,其 中 0 委 7y 委 2 是 常数 ,与 态 参 数 的 关 
系 是 记 一 7 一 1。 上 点 代表 对 宇宙 时 zt 的 导数 , 撤 代表 对 场 $ 的 导 


数 , px 一 去 关 十 V(#) 而 pr 一 序 皮 一 V(g) 是 标量 场 的 密度 和 压 


， 恰 动 元 Y 恋 : 一 一 人 一 KVAe™ ， 
强 , 互 是 哈 勃 参数 。 定 义 新 的 变量 z 让 y BE 
KVAzeE *f _ VODV (OF) > 
EF 9 I Vg) 和 N 一 lna， 那么 动力 学 系统 可 
改写 成 
紧 = 好 Da 一 一 7 一 2+22] 一 [az 二 /ay+o2)]， 


(4. 259) 


器 =370 一 一 一 2 二 277] 一 Bazy, (4. 260) 


全 一 Sz[YC1 一 zx:—yC—z)++27x] 一 之 Doz, (4. 261) 
并 有 约束 方程 
2 
4 人 Cr 一 
0 十 3 让 1， (4. 262) 
其 中 
2 
= (4. 263) 


与 单 指数 势 傅 形 不 同 ,参数 是 依赖 于 场 $。 标 量 场 的 态 参数 在 
新 变量 下 可 写成 
ps xX:— yz 


= ”一 。 (4. 264) 
ps 妇 十 内 十 于 


Tw 一 
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通过 标准 步骤 , 求 得 临界 点 分 类 于 表 4. 1。 


表 4.1 


2 a 


3 Xe 


3 7x 


，0， 
2 ay 


要 求 得 宇宙 动力 学 系统 的 解析 解 是 困难 的 ,但 利用 临界 点 的 
物理 性 质 用 数值 方法 可 导出 各 类 异 宿 轨 线 (图 4. 3 一 图 4. 5) 。 


了 
002 0.40.60.8 
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7 
00204 06 


特别 要 指出 的 是 ,所 谓 的 追踪 (tracking) 轨 线 联系 动能 优势 临 
界 点 和 追踪 吸引 子 , 它 对 宇宙 学 精细 调节 问题 (fine tuning prob- 
lem) 的 解决 起 到 重要 的 作用 。 
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